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הקדמה

בקמפוס חשמל להנדסת במחלקה הניתן אקראיים'' לאותות ``מבוא לקורס מתאימה החוברת
ונספחים, פרקים ל-14 מחולקת חוברת . הקורס של חומר כל את מכילה החוברת באר-שבע.
מכיל פרק שכל אציין בודדת. בהרצאה שנלמד אחד לנושא מתאים כלל בדרך פרק כל כאשר
התרגילים עצמי. לתרגול ותרגילים מלא פתרון עם תרגילים הנדרש, התיאורטי החומר את

קודמות. בשנים שניתנו ובחנים ממבחנים שאלות על מבוססים עצמי לתרגול



I חלק

אקראיים משתנים



1 פרק

בדיד אקראי משתנה

בדידות. תוצאות בעל אקראי ניסוי של תוצאה מתמטית בצורה לאפיין מטרה:
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8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הקדמה 1.1
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11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Expectation) תוחלת 1.2.2

11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Variance) שונות 1.2.3

12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . מספרי חישוב 1.2.4

13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . נפוצות התפלגויות 1.3
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הקדמה 1.1

יסוד. מושגי מטרה:

:(1.1 (הגדרה הסתברות

הגדרות
בסיסיות

א. אקראיים ניסויים אינסוף אחרי כלשהי תופעה של יחסית שכיחות

נכללים שאינם וכד', בבחירות זכייה סיכויי כגון אקראיים, לניסויים קשורות שאינן אחרות, תופעות א

זו. חוברת במסגרת יטופלו לא זאת, בהגדרה

:(1.2 (הגדרה (random variable) אקראי משתנה

ניסוי של תוצאה בין קשר שמתאר מודל זה מקרי) משתנה גם (נקרא אקראי משתנה
וכד'. X,Y לדוגמה גדולה, אות ע"י הוא הסימון ממשיא. למספר אקראי
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זו. בחוברת תוצג שלא יותר, מתמטית פורמלית הגדרה אקיימת

:(1.3 (הגדרה (discrete random variable) בדיד אקראי משתנה

ניתנות “) בדידות הן xk הניסוי של אפשריות תוצאות רציפים, אקראיים משתנים עבור
אינסופי. או סופי להיות יכול אפשריים k ערכי מספר כאשר למספור),

:(1.4 (הגדרה (continuous random variable) רציף אקראי משתנה

או מקטע על מוגדרות הניסוי של אפשריות תוצאות בדידים, אקראיים משתנים עבור
מקטעים. של אוסף

מסויים אקראי משתנה סופיות) ניסוי תוצאות מספר עם בדיד אקראי (משתנה :1.1 דוגמה
זו. לתוצאה הסתברות לבין ,

␣

1, 2, 3, 4, 5, 6
(

קוביה, זריקת תוצאת בין המקשר

אקראי משתנה אינסופיות) ניסוי תוצאות מספר עם בדיד אקראי (משתנה :1.2 דוגמה
."6" התוצאה לקבל הסתברות לבין קוביה זריקות מספר בין המקשר מסויים

של העבודה זמן בין המקשר מסויים אקראי משתנה רציף) אקראי (משתנה :1.3 דוגמה
שלה. התקלה להסתברות מסויימת מכונה

תכונות 1.2

אפיון 1.2.1

בדיד. אקראי משתנה לאפיין מטרה:

:(1.5 (הגדרה Probability density function (PDF)

זו: תוצאה של להסתברות xk PDFהניסוי של תוצאה ביו קשר

(1.1) pXrxks “ PrrX “ xks

המשמש ,p¨q לעומת בדידים, בערכים שמדובר להדגיש, כדי הוא r¨s בסוגריים השימוש
רציפים. לערכים בהמשך

לעתים בספרות רציפים. למשתנים וגם בדידים משתנים גם מתיחס PDF מושג זו בחוברת
במשתנה שמדובר להדגיש שמטרתו ,probability mass function (PMF) בשם אחר, מושג מופיע
הבדלים של קצרה סקירה בלבד. רציפים למשתנים שמור PDF המושג ספרים באותם בדיד.

ה׳. בנספח מופיעה הספרים בין

כדלהלן. הן אקראיים משתנים של יסוד תכונות

ערכים הואתחום PDF ערכי תחום :(1.1 (תכונה PDF ערכי תחום

(1.2) 0 ď pXrxis ď 1 @i



תכונות10 1.2

ערכים הואסכום PDF ערכי סכום :(1.2 (תכונה PDF ערכי סכום

(1.3)
ÿ

i

pXrxis “ 1

:(1.6 (הגדרה Cumulative distribution function (CDF)

,x הנתון מערך שווה או קטן X אקראי משתנה שערך הסתברות,

(1.4) FXpxq “ PrpX ď xq, x P R.

ורציף. ממשי הוא x ערך

עבורם pXrxks של סכום על מתבסס הקשר :(1.3 (תכונה CDF-ל PDF בין קשר
:xk ď x

(1.5) FXpxq “
ÿ

k:xkďx

pXrxks

קוביה. זריקת של תוצאה מתאר X אקראי משתנה כאשר ,FXp3.5q חשב :1.4 דוגמה

מתקבל להלן בנוסחא הצבה ע"י פתרון:

FXpxq “
ÿ

k:xkďx

pXrxks “ pXr1s ` pXr2s ` pXr3s “
1

6
`

1

6
`

1

6
“

1

2

מימין. ורציפה יורדת, לא היא CDF פונ' :(1.4 (תכונה פונקציונאלית התנהגות

.FXpx1q ď FXpx1q לכן ,tX ď x1u P tX ď x2u מתקיים x1 ď x2 עבור הוכחה.

מימין מתקייםרציפות x P pa, bs עבור :(1.5 (תכונה מקטע על הסתברות

(1.6) Prpa ă X ď bq “ FXpbq ´ FXpaq

(בהתאם 0 ď FXpxq ď 1 הוא CDF ערכי תחום :(1.6 (תכונה (קיצון) קצה ערכי
מתקיים x של קיצון ערכי עבור כאשר ,(1.2.1 לתכונה

(1.7) FXp´8q “ 0, FXp8q “ 1

,PrpX ą xq ` PrpX ď xq “ 1 ומתקיים מאחר :(1.7 (תכונה משלימה הסתברות

(1.8) PrpX ą xq “ 1 ´ FXpxq
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(Expectation) תוחלת 1.2.2

בודד. מספר ע"י אקראי ניסוי לאפיין מטרה:

:(1.7 (הגדרה תוחלת

(1.9) ErXs “
ÿ

i

xipXrxis

של דווקא הבחירה על הסבר (צפי). E xpectation המילה על מבוסס E האות ע”י סימון
.4.1 בפרק בהמשך, הוא הזה השם

היא קבוע של והתוחלת לינארית, פעולה היא תוחלת :(1.8 (תכונה התוחלת תכונות
הקבוע. אותו

EraXs “aErXs(1.10א)

Erbs “b(1.10ב)

:(1.9 (תכונה אקראי משתנה של פונקציה של תוחלת

(1.11) E
“

gpXq
‰

“
ÿ

i

gpxiqpXrxis

להגדרה, בהתאם :1.5 דוגמה

(1.12) E
”

X2
ı

“
ÿ

i

x2
i pXrxis

:(1.10 (תכונה תוחלת של תוחלת

(1.13) E
“

ErXs
‰

“ E rXs

בנוסחא ולהיעזר ErXs “ b להציב ניתן קבוע, מספר זה ותוחלת מאחר הוכחה.
(1.10ב).

מתקיים, (1.10ב) לנוסחא בהתאם :1.6 דוגמה

(1.14) E
“

XE rXs
‰

“ ErXsErXs “ E2rXs

(Variance) שונות 1.2.3

לתוחלת. סביב אקראי ניסוי תוצאות של פיזור לאפיין מטרה:

:(1.8 (הגדרה שונות

אקראי משתנה של שונות

(1.15) VarrXs “ E
”

pX ´ E rXsq2
ı
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:(1.9 (הגדרה חלופית הגדרה - שונות

(1.16) VarrXs “ E
”

X2
ı

´ E2rXs

הוכחה.

(1.17)
E
”

pX ´ E rXsq2
ı

“ E

„

´

X2 ´ 2XE rXs ` E2rXs

¯

ȷ

“ E
”

X2
ı

´ 2ErXsErXs ` E2rXs

קבוע: של ושונות בקבוע הכפלה :(1.11 (תכונה השונות תכונות

VarraX ` bs “a2VarrXs(1.18א)

Varrbs (1.18ב)0“

.1.1 התרגיל במסגרת היא ההוכחה הוכחה.

VarrXs ě 0 מתקיים תמיד

א כללי, באופן
E
“

gpXq
‰

‰ g
`

ErXs
˘

Var
“

gpxq
‰

‰ g
`

VarrXs
˘

דוגמא:
E
”

X2
ı

‰ E2rXs

Var
”

X2
ı

‰ Var2rXs

.Jensen’s inequality נקרא gpErXsq לבין E
“

gpXq
‰

בין הקשרים של פורמלי אניתוח

מספרי חישוב 1.2.4

אקראי ניסוי תוצאות N נתונות מעשי 1.12):חישוב (תכונה הניסוי תוצאות מתוך חישוב
הבא. באופן ממוצע, חישוב ע"י מוחלף תוחלת של חישוב הזה במקרה .x1, . . . , xN

ErXs “
1

N

N
ÿ

i“1

xi(1.19)

VarrXs “
1

N

N
ÿ

i“1

`

xi ´ ErXs
˘2

(1.20)

בדידות. או רציפות שהן ניסוי, תוצאות עבור בחישוב הבדל אין
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שונות. לחישוב נוספות שיטות ישנן

נפוצות התפלגויות 1.3

:(1.10 (הגדרה התפלגות

של לתיאור/אפיון משמש חשיבותו. בגלל שם שקיבל שימושי/נפוץ, ייחודי אקראי מודל
אקראי. משתנה

Bernoulli התפלגות 1.3.1

אפשריות: תוצאות 2 בעל ניסוי לתאר מטרה:

.1 ´ p הסתברות עם “0” תוצאה �

.p הסתברות עם “1” תוצאה �

:(1.11 (הגדרה PDF

1.1א) (איור מתקיים X „ Berppq עבור

(1.21)

pXrks “

$

&

%

1 ´ p k “ 0

p k “ 1

“ pkp1 ´ pqk´1 k “ 0, 1

“ p1 ´ pqδrks ` pδrk ´ 1s

:(1.12 (הגדרה CDF

1.1ב) (איור מתקיים X „ Berppq עבור

(1.22) FXpxq “

$

’

’

&

’

’

%

0 x ă 0

1 ´ p 0 ď x ă 1

1 1 ď x

.p “ 0.5 הוגן" ''מטבע עבור :1.7 דוגמה

ושונות Bernoulli.תוחלת התפלגות של ושונות תוחלת חשב :1.8 דוגמה

פתרון:

E rXs “
ÿ

i

xipXrxis

“ pk “ 0qpXr0s ` pk “ 1qpXr1s

“ 0 ¨ p1 ´ pq ` 1 ¨ p “ p

VarrXs “ ErX2s ´ E2rXs
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FX [k]

k
0 1

p

1− p

1

CDF (ב)

pX [k]

k
0 1

p

1− p

1

PDF (א)

Bernoulli התפלגות :1.1 איור

“ pk “ 0q2pXr0s ` pk “ 1q2pXr1s
loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

(1.11) משוואה

´p2

“ 02 ¨ p1 ´ pq ` 12 ¨ p “ p “ p ´ p2

“ pp1 ´ pq

בינומית התפלגות 1.3.2

כאשר: אקראי, ניסוי אפיון מטרה:

תלויים. בלתי ניסויים n נתונים �

.Berppq ,p הצלחה סיכוי עם Bernoulli התפלגות בעל אחד כל �

תוצאות. n סה"כ מתוך בדיוק, "1" תוצאות k-ל ההתסברות נדרשת �

:(1.13 (הגדרה PDF

חלקים: ל-3 החישוב את לפרק ניתן X „ Binpn, pq עבור

ניסויים. n מתוך הצלחות, k-ל אפשרויות

ˆ

n

k

˙

“
n!

k!pn ´ kq!
ישנם .1

.pk היא ("1" (תוצאות הצלחות k של הסתברות .2

.p1 ´ pqn´k היא ("0" (תוצאות כשלונות n ´ k של הסתברות .3

ההסתברויות, שלושת של איחוד מתוך

(1.23) pXrks “

ˆ

n

k

˙

pkp1 ´ pqn´k
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:(1.14 (הגדרה CDF

,1.2.1 תכונה ע"פ PDF של סכום חישוב רק אלא "סגור", ביטוי אין

(1.24) FXpxq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

0 x ă 0
txu
ÿ

k“0

pXrks 0 ď x ă n

1 n ď x

מטה. כלפי עיגול עבור הוא הסכום מעל t¨u סימון

:(1.15 (הגדרה שונות תוחלת,

X „ Binpn, pq עבור

E rXs “ np(1.25)

VarrXs “ npp1 ´ pq(1.26)

הקשר מתקיים ,pn “ 1q יחיד ניסוי עבור :(1.13 (תכונה Bernoulli להתפלגות קשר
.X „ Binp1, pq ô X „ Berppq

.'6' תוצאות שתי לבדיוק הסתברות חשב פעמים. 6 קובייה זורקים :1.9 דוגמה

כאשר ,n “ 6 מתוך בדיוק ניסויים k “ 2 של להצלחה כסיכוי הבעיה את לנסח ניתן פתרון:
.p “ 1

6
הוא בניסוי להצלחה סיכוי

X „ Bin

ˆ

6,
1

6

˙

pXr2s “

ˆ

6

2

˙ˆ

1

6

˙2ˆ

1 ´
1

6

˙6´2

« 0.20

גאומטרית התפלגות 1.3.3

,k בניסוי ("1") להצלחה הסתברות ,Bernoulli התפלגות בעלי אקראיים ניסויים עבור מטרה:
."0" של פעמים pk ´ 1q רצף אחרי

:(1.16 (הגדרה שונות תוחלת, ,CDF ,PDF

מתקיים ,X „ Geoppq גאומטרית, התפלגות עבור

pXrks “ pp1 ´ pqk´1, k “ 1, 2, . . .(1.27)

FXrks “ 1 ´ p1 ´ pqk(1.28)

ErXs “
1

p
(1.29)
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VarrXs “
1 ´ p

p2
(1.30)

קוביה? של הראשונות זריקות ב-6 6 תוצאה לקבל לא הסתברות מהי :1.10 דוגמה

הראשון. 6 להופעת עד הקוביה של זריקות מספר שהוא X אקראי משתנה נגדיר פתרון:

.pXr1s “ 1
6

הוא ראשונה בזריקה דווקא ל-6 סיכוי �

של6 סיכוי כפול ראשונה בזריקה 6 לא של סיכוי הוא שניה בזריקה דווקא ל-6 סיכוי �
.pXr2s “ 5

6
¨ 1
6

השניה, בזריקה

.pXr3s “

´

5
6

¯2

¨ 1
6

הוא שלישית בזריקה דווקא ל-6 סיכוי �

.pXr6s “

´

5
6

¯5

¨ 1
6

הוא שישית בזריקה דווקא ל-6 סיכוי �

לסיכום,

(1.31)

PrpX ą 6q “ 1 ´ PrpX ď 6q

“ 1 ´
`

pXr1s ` pXr2s ` ¨ ¨ ¨ ` pXr6s
˘

“ 1 ´ FXp6q “

ˆ

1 ´
1

6

˙6

« 0.3349

:(1.17 (הגדרה mode

מקסימלי, ערך מקבל PDF עבורו ,xk ערך

(1.32) xk “ argmax
xk

pXrxks

:(1.18 (הגדרה (median) חציון

ערך נקרא בו-זמנית, PrpX ě mq ě 1
2

וגם PrpX ď mq ě 1
2

מתקיים עבורו m ערך
חציון.

מקסימלי הפרש שמגדיר מעניין, שיוון אי ישנו :(1.14 (תכונה לחציון תוחלת בין קשר
לחציון, תוחלת בין

(1.33)
ˇ

ˇErXs ´ m
ˇ

ˇ ď
a

VarrXs,

של הערך ומה ממוצעת, משכורת של הערך מה מחדשות, להתרשם ניתן :1.11 דוגמה
חציונית. משכורת
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שאלות 1.4

(1.18א). המשוואה את הוכח 1.1

ע''י נתון t1, 2, 3, . . .u טבעיים מספרים כל אוסף מתוך k מסויים טבעי למספר הסיכוי 1.2
הסתברות

prks “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

4
7

k “ 1
2
7

k “ 2
´

1
8

¯k´2

k ě 3

? prK ě 4s עבור הסיכוי מהו

קוביות. זוג של זריקה תוצאת של לחישוב סימולציה לעשות יש (סימלציה) 1.3

ברציפות. פעמים n הוגן מטבע כזריקת מוגדר אקראי ניסוי 1.4

ברצף? אחדות n-ל הסיכוי מהו (א)

פעם לפחות יהיה תוצאות N שמתוך הסתברות, מהי פעמים. N “ 2n הניסוי על חוזרים (ב)
ברצף. אחדות n אחת

.n “ 10 עבור זו הסתברות של מספרי ערך חשב (ג)

שגיאה משמעותה ,10´3 של שגיאה סיכוי עם לעבוד אמורה מסויימת תקשורת מערכת 1.5
המערכת: של הביצועים את לבדוק החליטו שונים לקוחות ביט. ל-1000 אחת

שגיאות. 0 וקיבל ביט 1000 שידר לקוח (א)

שגיאות. 1 וקיבל ביט 1000 שידר לקוח (ב)

שגיאות. 3 וקיבל ביט 1000 שידר לקוח (ג)

שאלות:

א'? לקוח של התוצאה עבור הסתברות מהי (א)

ב'? לקוח של התוצאה עבור הסתברות מהי (ב)

ג'? לקוח עבור יותר או שגיאות 3 עבור הסתברות מהי (ג)

הם: בישראל השכר נתוני 2023 בשנת 1.6

ש"ח 8,027 של ממוצע שכר �

ש"ח. 6,543 של חציוני שכר �

היא: המשמעות

מומצע. משכר נמוך יותר שכר מקבלים האנשים רוב (א)

מומצע. משכר גבוה יותר שכר מקבלים האנשים רוב (ב)
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מתחת. וחצי הממוצע, מעל שכר מקבלים האנשים חצי בקירוב, (ג)

חציוני. משכר נמוך יותר שכר מקבלים האנשים רוב (ד)

חציוני. משכר גבוה יותר שכר מקבלים האנשים רוב (ה)

מתחת. וחצי חציוני, ערך מעל שכר מקבלים האנשים חצי בקירוב, (ו)

הבאות: בנסיבות p6,6q לתוצאה ההסתברות מהי קוביות. זוג נתונות 1.7

יותר? או קוביה, זריקות 10 לפחות אחרי רק (א)

זריקות. 10 מתוך יותר), או אחת (פעם אחת פעם לפחות (ב)

זריקות. 10 מתוך בלבד, אחת פעם רק (ג)



2 פרק

רציף אקראי משתנה

רציפות. תוצאות בעל אקראי ניסוי של תוצאה מתמטית בצורה לאפיין מטרה:

הפרק תוכן
19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . אפיון 2.1

21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . התפלגויות 2.2

21 . . . . . . . . . . . . . . . (מעריכית) אקספוננציאלית התפלגות 2.2.1

23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . אחידה התפלגות 2.2.2

25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . גאוסית התפלגות 2.2.3

27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . היסטוגרמה 2.3

27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . count סוג 2.3.1

28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . probability סוג 2.3.2

29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pdf סוג 2.3.3

31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . סיכום 2.3.4

31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 2.4

אפיון 2.1

ורציפים. בדידים משתנים בין הבדלים לחדד מטרה:

:(2.1 (הגדרה CDF

שערך הסתברות, ורציפים: בדידים משתנים בין זהה (1.2.1 (הגדרה CDF של הגדרה
,x הנתון מערך שווה או קטן X אקראי משתנה

(2.1) FXpxq “ PrpX ď xq, x P R.

מתקיים רציף PDF עבור :(2.1 (תכונה רציף PDF

(2.2) PrpX ď xq “ PrpX ă xq
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:(2.2 (הגדרה Probability density function (PDF)

להגדיר, נוכל .x ערכי כל עבור גזירה CDF פונקציית נניח

fXpxq “
dFXpxq

dx
(2.3א)

FXpxq “

ż x

´8

fXppq dp(2.3ב)

PDF/CDF הגדרת על בהתבסס :(2.2 (תכונה מקטע על הסתברות

(2.4) Prpa ă X ď bq “

ż b

a

fXpxqdx “ FXpbq ´ FXpaq

ערכים ו"סכום" ערכים תחום :(2.3 (תכונה PDF תכונות

fXpxq ě (2.5א)0
ż 8

´8

fXpxqdx “ 1 “ FXp8q(2.5ב)

זאת, לעומת הסתברות. היא CDF של ומשמעות של PDF
אקראי משתנה
מייצג לא
הסתברות
ישיר! באופן

בדיד, אקראי משתנה של PDF של המשמעות
.fXpxq ą 1 להתקיים יכול רציף אקראי משתנה עבור

ערכים, באינסוף ומדובר מאחר :(2.4 (תכונה בודד לערך הסתברות

(2.6) ppX “ aq “ 0 @a P R.

מהצורה רציפה פונקציה ע"י בדיד משתנה של PDF לרשום ניתן

(2.7) fXpxq “
ÿ

k

pXrxksδpx ´ xkq.

שלו, הנגזרת לבין בדיד, אקראי משתנה של למקוטעים קבועה FXpxq בין מקשר רישום
.PDF-ה שהיא

:(2.3 (הגדרה תוחלת

רציף אקראי משתנה של תוחלת

(2.8) ErXs “

ż 8

´8

xfXpxqdx

:(2.5 (תכונה אקראי משתנה של פונקציה של תוחלת

(2.9) ErgpXqs “

ż 8

´8

gpxqfXpxqdx
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משתנים לבין זהה הוא תוחלת, נוסחאת על מתבסס (1.2.3 (פרק השונות וחישוב מאחר
ורציפים. בדידים

:(2.4 (הגדרה mode

מקסימלי, ערך מקבל PDF עבורו ,x0 ערך

(2.10) x0 “ argmax
x

fXpxq

ורציפים. בדידים משתנים עבור זהה חציוני ערך של הגדרה

התפלגויות 2.2

(מעריכית) אקספוננציאלית התפלגות 2.2.1

הזמן). (עם אקספוננציאלי באופן משתנה הסתברות עבורם תופעות לאפיין מטרה:

:(2.5 (הגדרה PDF
א מתקיים X „ Exppλq עבור

(2.12) fXpxq “

$

&

%

λ expp´λxq x ě 0

0 אחרת

נוספת: הגדרה מופיעה (Matlab-ב (וגם בספרות א

(2.11) fXpxq “

$

’

&

’

%

1

µ
exp

ˆ

´
x

µ

˙

x ě 0

0 אחרת
,

.µ “
1

λ
ערך נתון כאשר

.X „ Exppλq כאשרתוחלת ,X של תוחלת חשב :2.1 דוגמה

פתרון:

(2.13) ErXs “ λ

ż 8

0

x expp´λxqdx “
1

λ

X,שונות „ Exppλq כאשר :(2.6 (תכונה שונות

(2.14) VarrXs “
1

λ2

הוכחה.

ErX2s “

ż 8

0

λx2 expp´λxqdx
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“
1

λ2

«

´ 2e´y ´ 2ye´y ´ y2e´y

ff8

0

“
2

λ2

x “ 0 :(2.7 (תכונה mode

x “
lnp2q

λ
:(2.8 (תכונה median

CDF.X „ Exppλq כאשר ,X של CDF חשב :2.2 דוגמה

פתרון:

(2.15)

FXpxq “

ż x

´8

fXpxqdx

“

$

&

%

1 ´ expp´λxq x ě 0

0 x ă 0

התפלגות ע"י מתוארת מסויימת במערכת תקלות הופעת של מודל :2.3 דוגמה

שאלות: יחידות יש
λ-ל פיזיקליות

.λ “ 1
1000

”

1
שעה

ı

כאשר ,X „ Exppλq

לתקלה? ממוצע זמן מהו (א)

?r1000,8s זמן במרווח לתקלה סיכוי מהו (ב)

הפעילות? של הראשונות שעות ב-100 לתקלה סיכוי מהו (ג)

?(r100, 1000s זמן (מרווח שעות 1000 ולפני שעות 100 אחרי לתקלה סיכוי מהו (ד)

?1
2

הוא לתקלה הסיכוי עבורו הזמן משך מהו (ה)

תקלה. זמן מתאר X אקראי משתנה פתרון:

ErXs “
1

λ
“ 1000rשעותs

PrpX ą 1000q “ 1 ´ FXp1000q “ 1 ´

«

1 ´ exp

ˆ

´
1000

1000

˙

ff

≊ 0.36

PrpX ď 100q “ FXp100q « 0.0953

Prp100 ď X ď 1000q “ FXp1000q ´ FXp100q

“ 0.6321 ´ 0.0953´ ≊ 0.537

PrpX ď xq “ PrpX ą xq “
1

2

ñ FXpxq “ 1 ´ FXpxq “
1

2
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ñ x “
ln
´

1
2

¯

´ 1
1000

“
lnp2q

λ
≊ 693rשעהs

הקשר ומתקיים ,X „ Exppλq אם :(2.9 (תכונה גאומטרית להתפלגות קשר

Y “ tXu,

מטה. כלפי השלם למספר עיגול מסמל t¨u כאשר ,Y „ Geop1 ´ expp´λqq

אחידה התפלגות 2.2.2

רציף. מקטע על הסתברות אותה בעלי תופעות של מודל מטרה:

:(2.6 (הגדרה PDF

התפלגות
אחידה

2.1א) (איור מתקיים X „ U ra, bs עבור

(2.16) fXpxq “

$

’

&

’

%

1

b ´ a
a ď x ď b

0 אחרת

.ă-ל ď להחליף יש X „ Upa, bq עבור

:(2.7 (הגדרה CDF

2.1ב) (איור מתקיים X „ U ra, bs עבור

(2.17) FXpxq “

ż x

´8

fXpxqdx “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 x ă a
şx

a
1

b´a
dx “

x ´ a

b ´ a
a ď x ă b

1 b ď x

x

FX(x)

a b

1

CDF (ב)

x

fX(x)

a b

1

b− a

PDF (א)

אחידה התפלגות :2.1 איור

.X „ U ra, bs כאשרתוחלת ,X של תוחלת לחשב יש :2.4 דוגמה
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הגדרה ע"פ לחישוב בהתאם פתרון:

(2.18) ErXs “

ż b

a

x
1

b ´ a
dx “

1

b ´ a
¨
x2

2

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“

a ` b

2

.X „ U ra, bs כאשר ,E
“

X2
‰

של תוחלת לחשב יש :2.5 דוגמה

פתרון:

(2.19) E
”

X2
ı

“

ż b

a

x2 1

b ´ a
dx “

1

b ´ a
¨
x3

3

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“

1

3

b3 ´ a3

b ´ a
“

b2 ` ab ` a2

3

X.שונות „ U ra, bs כאשר ,VarrXs לחשב יש :2.6 דוגמה

פתרון:

(2.20) VarrXs “ E
”

X2
ı

´ E2rXs “
b2 ` ab ` a2

3
´

pb ` aq2

4
“

pb ´ aq2

12

השונות: של הגדרה ע"פ תרגילים, בהרבה דרך קיצור שהוא הדוגמאות, בין קשר

E
”

X2
ı

“ VarrXs ` E2rXs

חציון. ערך לחשב יש :2.7 דוגמה

שמתקיים בקלות, לזהות ניתן פתרון:

(2.21) Pr
`

X ě ErXs
˘

“ Pr
`

X ď ErXs
˘

“
1

2

אחידה. התפלגות של התכונות את מסכמות לעיל דוגמאות

נתון :2.8 דוגמה

X „ U r0, 2s

Y “ X2

.ErY s ,VarrY s לחשב יש

פתרון:

ErY s “ E
”

X2
ı

“ VarrXs ` E2rXs

“

ż 2

0

x2 1

2 ´ 0
dx “

4

3

ErY 2s “ E
”

X4
ı

“

ż 2

0

x4 1

2 ´ 0
dx “

1

2

x5

5

ˇ

ˇ

ˇ

2

0
“

16

5

VarrY s “ E
”

Y 2
ı

´ E2rY s “
16

5
´

ˆ

4

3

˙2

“
64

45
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קוביה). זריקת תוצאת של תיאור (כגון בדידה גרסה גם קיימת אחידה להתפלגות

גאוסית התפלגות 2.2.3

כי הגורס המרכזי, הגבול משפט בזכות ביותר שימושי בטבע. רבות תופעות של מודל מטרה:
גאוסית. בקירוב מתפלג אקראיים משתנים של גדול מספיק מספר של סכום

:(2.8 (הגדרה PDF

מתקיים ,σ2 ושונות µ תוחלת בעל ,Y „ Npµ, σ2q גאוסי אקראי משתנה עבור
.(µ “ 0, σ “ 1 עבור 2.2א, (איור

(2.22) fXpxq “
1

σ
?
2π

exp

«

´
px ´ µq

2

2σ2

ff

:(2.9 (הגדרה CDF

בלבד. (מספרי) נומרי לחישוב ניתן �

2.2ב). (איור Φpxq ע"י מסומן ,Np0, 1q של פרטי מקרה עבור �

1√
2π

fX(x)

x
−4 40

PDF (ב)

1
FX(x) = Φ(x)

x

1

2

−4 40

CDF (א)

.X „ Np0, 1q עבור גאוסית התפלגות :2.2 איור

:(2.10 (תכונה בקבוע וכפל קבוע הוספת

X „ Np0, bq ñ σX „ Np0, bσ2q(2.23א)

X „ Npa, 1q ñ µ ` X „ Npa ` µ, 1q(2.23ב)

X „ Np0, 1q ñ µ ` σX „ Npµ, σ2q(2.23ג)

:(2.11 (תכונה Np0, 1q-ל מעבר

Y „ Npµ, σ2q ñ
Y ´ µ

σ
„ Np0, 1q, PrpY ă aq “ Φ

ˆ

a ´ µ

σ

˙

(2.24)
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הוכחה.

Y ´ µ „ Np0, σ2q(2.25)

1

σ
pY ´ µq „ Np0, 1q(2.26)

:(2.10 (הגדרה Q-function

להגדיר ניתן ,X „ Np0, 1q מאוד שימושי
CDF במקום

עבור

(2.27) Qpxq “ Prpx ă Xq “
1

?
2π

ż 8

x

exp

˜

´
s2

2

¸

ds.

:(2.12 (תכונה Q-function של מאפיינים

Qpxq “ 1 ´ Φpxq “ Φp´xq(2.28א)

Qp´xq “ 1 ´ Qpxq(2.28ב)

Q p0q “
1

2
(2.28ג)

גאוסי, אקראי משתנה בהניתן :(2.13 (תכונה שרירותיים ושונות תוחלת עבור
Y „ Npµ, σ2q

(2.29) PrpY ą yq “ Q

ˆ

y ´ µ

σ

˙

קשר נתון :2.9 דוגמה

Y “ X ` a,

? PrpY ď 0q הסתברות מהי .X „ Np0, σ2q קבוע, הוא a כאשר

2.3 לאיור בהתאם פתרון:

Y „ Npa, σ2q

PrpY ă 0q “ FY p0q “ Φ

ˆ

0 ´ a

σ

˙

“ Φ

ˆ

´
a

σ

˙

“ Q

ˆ

a

σ

˙

שלבים: אקראיים. ניסויים של גדול מספיק מספר של ביצוע ע"י הוא חלופי המספרי הפתרון

.X אקראי משתנה של ערכים N להגריל �

.Y לחשב �
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.n-ב התוצאה את נסמן .Y ă 0 בקריטריון העומדים ניסויים תוצאות מספר לבדוק �

.PrpY ă 0q «
n

N
�

fX(x)

x
−a 0 a

Pr(X < −a)
Pr(X > a)

fY (y)

y
0 a

Pr(Y < 0)

.2.9 לדוגמה נלווה ציור :2.3 איור

בעלי כזה גאוסי למה
נפוץ?

תלויים בלתי אקראיים משתנים n נתונים :(2.14 (תכונה המרכזי הגבול משפט
למשפט, בהתאם .σ2 ושונות µ תוחלת בעלי ,X1, X2, . . . , Xn כלשהי התפלגות אותה

גאוסית מתפלגת הממוצע

(2.30) lim
nÑ8

1

n

n
ÿ

k“1

Xk „ N
´

µ, σ2
¯

לרבות התפלגות, סוג כל עבור סביר בקירוב יתקיים המשפט ,n Á 30 עבור בפועל,
בדידות. התפלגויות

היסטוגרמה 2.3

הניסוי. תוצאות מתוך PDF/CDF של שיערוך/הצגה מטרה:

count סוג 2.3.1

סוג. מכל ניסוי תוצאות מספר של הצגה מטרה:

ניסוי: נתון

קטן. יחסית הוא k של ערך כאשר ,x1, x2, . . . , xk אפשריות תוצאות k בעל �

ניסוי תוצאות N סה"כ �

התקבלו: בניסוי �

,x1 מסוג תוצאות n1 –

,x2 מסוג תוצאות n2 –

הלאה. וכך . . . –

.
ř

i ni “ N כאשר

2.4(א). איור בדוגמאת היא הניסוי תוצאות את להציג גרפית דרך
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x1 x2 x3

n1

N

n2

N

n3

N
≈ pX [xk]

probability (ב)

n1

n2

n3Counts

x1 x2 x3

count (א)

.probability (ב) ,count (א) מסוג: להיסטוגרמה דוגמא :2.4 איור

probability סוג 2.3.2

.PDF-ל קירוב שהוא ניסוי, תוצאות של יחסית שכיחות של הצגה מטרה:

למספר יחסית היא מסויימת תוצאה של הסתברות :(2.15 (תכונה PDF-ל קירוב
הניסויים, סה"כ חלקי תוצאה אותה עם הניסוי תוצאות

(2.31) pXrxis «
ni

N
i “ 1, . . . , k

(תכונות ערכים וסכום לתחום דרישה מקיימת המתקבלת שהתוצאה להראות, ניתן
.(1.2.1 ,1.2.1

.N Ñ 8 עדיף תמיד כמובן,

2.4(ב). איור בדוגמאת היא הניסוי תוצאות את להציג גרפית דרך

גדול ניסוי תוצאות מספר

מרכזיות: בעיות 2 ישנם ויותר) (מאות גדול k עבור

נוחה בצורה תוצאות להציג קושי �

שלהם. נמוכה יחסית התסברות בגלל מסויימים מסוגים תוצאות מיעוט �

הבא: באופן היא הניסוי תוצאות להציג הדרך

.xmax, xmin ע"י והמזעריים) (הגדולים ומינימליים מקסימליים ערכים נסמן .1

.∆x של אחיד ברוחב מקטעים k-ל rxmin, xmaxs המקטע את נחלק .2

התוצאות מספר את n2-ב הראשון, במקטע שהתקבלו התוצאות מספר את n1-ב נסמן .3
הלאה. וכך השני, במקטע

.2.5 באיור מופיע count מסוג לההיסטגרמה דוגמא
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n1

n2

n3Counts

x1 x2 x3

∆x ∆x∆x

xmin xmax

ניסוי. תוצאות של גדול מספר עבור count מסוג היסטוגרמה :2.5 איור

pdf סוג 2.3.3

רציף. משתנה של PDF-ל קירוב מטרה:

חישוב אופן

PDF-ל קירוב שהיא נוספת, דרך ישנה למקטעים, חלוקה ע"י ni ערכי קבלת של לשיטה בנוסף
שלישי רציף.סוג מתנה של

:(2.16 (תכונה היסטוגרמה ע"י רציף אקראי משתנה של PDF-ל קירוב

(2.32) fXpxiq «
ni

N
¨

1

∆x
i “ 1, . . . , k

במשוואה בדיד משתנה של ממקרה המבדיל 1{∆x של נירמול לגורם לב לשים יש
.(2.31)

.2.6 באיור מופיע גרפית דוגמא

≈ fX(xi)

fX(x1)

fX(x2)

fX(x3) ≈
1

∆x
· n3

N

x1 x2 x3

∆x ∆x∆x

xmin xmax

.pdf מסוג היסטוגרמה :2.6 איור

אקראי, ניסוי של תוצאות נתונות :2.10 דוגמה

r16, 98, 96, 49, 81, 14, 43, 92, 80, 96s

נקודות 3 בעלת היסטוגרמה ע"י גרפית בצורה התוצאות של PDF-ה את להציג מעוניינים
.pk “ 3q חישוב

פתרון:

N “ 10
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xmin “ 14, xmax “ 98

xmax “ xmin ` k∆x “ 98 ñ ∆x “
xmax ´ xmin

k
“

84

3
“ 28

מקטע: בכל תוצאות מספר

n1 “ 2, Ð t14, 16u P rxmin, xmin ` ∆xs “ r14, 42s

n2 “ 2 Ð t43, 49u P rxmin ` ∆x, xmin ` 2∆xs “ p42, 70s

n3 “ 6 Ð t80, 81, 92, 96, 96, 98u P rxmax ´ ∆x, xmaxs “ p70, 98s

מקטע כל של מרכזים .n3 “ 10 ´ n1 ´ n2 כאשר

x1 “ xmin ` ∆x{2 “ 28

x2 “ xmin ` ∆ ` ∆x{2 “ 56

x3 “ xmin ` 2∆ ` ∆x{2 “ xmax ´ ∆x{2 “ 84

לסיכום,

fXpxiq «
ni

N ¨ ∆x
“ ni

1

10 ¨ 28

והוכחה תאוריה

של העיקרון על מבוסס

(2.33) Prpa ă X ď bq “

ż b

a

fXpxqdx

:(2.7 נלווה (איור ע"י בקירוב ההסתברות את לחשב ניתן

p

ˆ

x0 ´
∆x

2
ă X ď x0 `

∆x

2

˙

“

ż

∆x

fXpxqdx(2.34)

« fXpx0q∆x(2.35)

fXpx0q « p

ˆ

x0 ´
∆x

2
ă X ď x0 `

∆x

2

˙

1

∆x
(2.36)

x0

∆x

2

∆x

2

∆x
x

fX(x)

fX(x0)∆x

fX(x0)

היסטוגרמה. עיקרון להצגת נלווה איור :2.7 איור
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p

ˆ

x0 ´
∆x

2
ă X ď x0 `

∆x

2

˙

של הערך :(2.17 (תכונה מקטע עבור הסתברות

המרכז ועם ∆x ברוחב במקטע יחסית) (שכיחות הניסוי תוצאות של יחסי מספר הוא
.x0 בנקודה

בקירוב היא המקטע בתוך להיות ההסתברות ,xi מרכזית נקודה עם i מקטע עבור
((2.31) למשוואה מאוד (דומה

(2.37) p

ˆ

xi ´
∆x

2
ă X ď xi `

∆x

2

˙

«
ni

N
i “ 1, . . . , k

.2.3.3 לתכונה בסיס היא (2.36) משוואה בתוך (2.37) המשוואה של ההצבה

אחד כל עבור הסתברויות יהיה ופירושה ,(2.37) בנוסחא הסטוגרמה לבניית להשתמש ניתן
בעלי רציפות, להתפלגויות התוצאה את להשוות יכולת חוסר הוא החיסרון מהמקטעים.

מנורמלים. PDF ערכי

סיכום 2.3.4

סוגי שלושה
היסטוגרמה

הניסוי: התוצאות של להצגה דרכים

.("count"-ב מסומן בד"כ תכנות (בשפות ni ערכי של גרף �

.("probability"-ב מסומן בד"כ תכנות (בשפות ni{N ערכי של גרף �

.("density" או "pdf"-ב מסומן בד"כ תכנות (בשפות
ni

N∆x
ערכי של גרף �

שאלות 2.4

מהצורה ,X אקראי משתנה של PDF פונקציית נתונה הסתברות) (חישוב 2.1

fX pxq “
1

2
e2x; ´8 ă x ă lnpaq

למצוא: יש

a המקדם של ערך (א)

FXpxq (ב)

ErXs (ג)

E
“

X2
‰

(ד)

PrpX ă 0q (ה)

חציון ערך (ו)
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x ציר .X לפי המתפלגים אקראיים ערכים 100,000 עבור (2.8 (איור היסטוגרמה נתונה (ז)
.2.8 באיור כמתואר ,∆x “ 1 של מרווחים עם מחושב

-3 -2 -1 0 1
X

.X משתנה של היסטוגרמה :2.8 איור

הבאים: הערכים את לחשב יש ההסטוגרמה, עבור

סה"כ מתוך ההיסטוגרמה, בתוך ל-1 0 בין במרווח התאורטי הערכים מספר מהו (1)
?(count (סוג הערכים 100,000

?(probability (סוג ההיסטוגרמה בתוך ל-1, 0 בין במרווח לערכים הסתברות מהי (2)

?(pdf (סוג ההיסטוגרמה עבור f̂Xp0.5q של התאורטי הערך מהו (3)

תזכורת:
lim

xÑ´8
xnex Ñ 0, elnpaq “ a, lnp2q « 0.69314718

גאוסיים. אקראיים משתנים של CDF של גרפים נתונים 2.2

X „ NpµX , σ
2
Xq

Y „ NpµY , σ
2
Y q

Z „ NpµZ , σ
2
Zq
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-5 -2 1 5
x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

f X
(x
)

(a)

X
Y
Z

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

)
(x
)

X
Y
Z

תשובתך! את לנמק יש .µX , µY , µZ מהמשתנים, אחד כל של התוחלת מהי ציין (א)

בסדר , σi ą σj ą σk, i, j, k P tX,Y, Zu שלהם תקן סטיית ערך לפי הגרפים את סדר (ב)
תשובתך! את לנמק יש יורד.

אקראיים, משתנים נתונים סימולציה) (כולל 2.3

X „ Exppλq(2.38)

Y “ X2 ` 1(2.39)

.ErY s,VarrY s חשבו (א)

של כפונקציה נומרית, סימולציה ע''י מחושבים ErY s,VarrY s שרטטו ,λ “ 1{2 עבור (ב)
ערכים השוו .N עבור לוגריתמי בציר השתמשו .N ď 106 אקראיים ניסויים מספר

הקודם. בסעיף שהתקבלו אנליטיות לתוצאות המתקבלים

היסטוגרמה. ע"י Y של המתקבל PDF שרטטו (ג)

מספר ספור .X „ Berppq ,Bernoulli התפלגות בעלי מספרים רצף הגרל (סימולציה) 2.4
המתקבל. ההגרלות מספר של (PDF) התפלגות שרטט הראשון. 1 להופעת עד ברצף הגרלות

גאומטרית. התפלגות של PDF-ל התוצאה את השווה

הקשר את סימולציה ע"י להראות יש .X „ U r0, 1s נתון (סימולציה) 2.5

Pr

ˆ

X
1
4 ă

1

2

˙

“
1

16
“ 0.0625
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בדידים אקראיים משתנים 3.1

משותף אפיון 3.1.1

עבור התסברות
תוצאות זוג

הבא: באופן אקראיים משתנים זוג של (joint distribution) משותפת התפלגות להגדיר ניתן

:(3.1 (הגדרה PDF

האפשריים ערכים כל עבור המוגדרת ערכים, זוג בעלת ניסוי תוצאת עבור הסתברות
התוצאות, של

(3.1) pXY rxk, yjs “ prX “ xk, Y “ yjs

מאורעות בחיתוך מדובר בעצם .j, k של האפשריות קומבינציאות בכל מדובר כאשר
.tX “ xku X

␣

Y “ yj
(
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ערכים ו"סכום" ערכים תחום :(3.1 (תכונה PDF תכונות

0 ď pXY rxk, yjs ď 1 @i, k(3.2א)
ÿ

j,k

pXY rxk, yjs “ (3.2ב)1

.j, k של האפשריות קומבינציאות כל עבור היא הסכימה כאשר

הביטוי מתקבל קוביות, 2 של זריקה של תוצאת עבור :3.1 דוגמה

(3.3) pXY rxk, yjs “ PrrX “ js ¨ PrrY “ ks “
1

6
¨
1

6
“

1

36

:(3.2 (הגדרה CDF

משותפת התפלגות של CDF

(3.4) FXY px, yq “ ppX ď x, Y ď yq

ונתון יחיד משתנה של למקרה מאוד דומה הקשר :(3.2 (תכונה CDF-ל PDF בין קשר
ע"י

(3.5) FXY px, yq “
ÿ

j,k
xkďxXyjďy

pXY rxk, yjs

:(3.3 (תכונה אקראיים משתנים של פונקציה של תוחלת

(3.6) ErgpX,Y qs “
ÿ

j

ÿ

k

gpxk, yjqpXY rxk, yjs

הנפוץ: פרטי מקרה :3.2 דוגמה

(3.7) ErXY s “
ÿ

j

ÿ

k

xkyjpXY rxk, yjs

שולית התפלגות 3.1.2

משותף, PDF/CDF מתוך בנפרד, מהמשתנים אחד כל של PDF/CDF לקבל/לאפניין מטרה:

pXY rxk, yjs Ñ pXrxks, pY ryjs

FXY px, yq Ñ FXpxq, FY pyq

.
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:(3.3 (הגדרה שולית התפלגות

מהתפגלות
דו-ממדית
לחד-ממדית

(marginal distribution) שולית התפלגות

pXrxks “
ÿ

j

pXY rxk, yjs(3.8א)

pY ryjs “
ÿ

k

pXY rxk, yjs(3.8ב)

FXpxq “ FXY px,8q(3.8ג)

FY pyq “ FXY p8, yq(3.8ד)

זהה: הסתברות בעלי אפשריות, תוצאות של זוגות 5 לניסוי :3.3 דוגמה

xk yj pXY rxk, yjs

1 1 1{5

1 2 1{5

1 3 1{5

2 1 1{5

2 2 1{5

.pXr1s, pY r3s הסתברויות למצוא יש (א)

.FXY p1.5, 2.5q למצוא יש (ב)

.ErXs , E
“

X2
‰

,VarrXs , E rY s , E
“

Y 2
‰

,VarrY s , E rXY s למצוא יש (ג)

שולית, הסתברות של לנוסחא בהתאם פתרון:

pXr1s “
ÿ

j

pXY r1, yjs “ pXY r1, 1s ` pXY r1, 2s ` pXY r1, 3s “
3

5

pY r3s “
ÿ

k

pXY rxk, 3s “ pXY r1, 3s ` pXY r2, 3s “
1

5
` 0 “

1

5

txk ď 1.5u X
␣

yj ď 2.5
(

“ p1, 1q, p1, 2q

FXY p1.5, 2.5q “ pXY r1, 1s ` pXY r1, 2s “
2

5

ErXs “
ÿ

i

xipXrxis Ð 1.2.2 הגדרה

“ 1 ¨ pXr1s ` 2 ¨ pXr2s “ 1 ¨
3

5
` 2 ¨

2

5
“

7

5

E
”

X2
ı

“
ÿ

i

x2
i pXrxis

“ 12 ¨ pXr1s ` 22 ¨ pXr2s “ 1 ¨
3

5
` 4 ¨

2

5
“

11

5
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VarrXs “ E
”

X2
ı

´ E2rXs “
11

5
´

ˆ

7

5

˙2

“
6

25

ErY s “ 1 ¨ pY r1s ` 2 ¨ pY r2s ` 3 ¨ pY r3s “ 1 ¨
2

5
` 2 ¨

2

5
` 3 ¨

1

5
“

9

5

E
”

Y 2
ı

“ 12 ¨ pY r1s ` 22 ¨ pY r2s ` 32 ¨ pY r3s “
19

5

VarrY s “ E
”

Y 2
ı

´ E2rY s “
19

5
´

ˆ

9

5

˙2

“
14

25

ErXY s “
ÿ

j

ÿ

k

xkyjpXY rxk, yjs Ð (3.7) משוואה

“ 1 ¨ 1 ¨
1

5
` 1 ¨ 2 ¨

1

5
` 1 ¨ 3 ¨

1

5
` 2 ¨ 1 ¨

1

5
` 2 ¨ 2 ¨

1

5
“

12

5

אפס. היא היסתברותו בטבלה, מופיע לא X “ 2, Y “ 3 ומצב מאחר

סטטיסטית תלות אי 3.1.3

תלויות. בלתי ניסוי תוצאות של מצב לאפיין מטרה:

:(3.4 (הגדרה סטטיסטית תלויים בלתי משתנים

תלויים מתקייםבלתי אם ורק אם סטטיסטית תלויים בלתי נקראים X,Y משתנים

pXY rxk, yjs “ pXrxkspY ryjs(3.9א)

FXY px, yq “ FXpxqFY pyq(3.9ב)

המשותפת, התפלגות שוליות התפלגויות מתוך לקבל ניתן האם היא, השאלה

.pXY rxk, yjs
?

Ð pXrxks, pY ryjs

שולית. התפלגות ð משותפת התפלגות �

תלויים בלתי משתנים של במקרה רק שולית התפלגות ô משותפת התפלגות �
דו-כיווני). (חץ

משותפת התפלגות לקבל ניתן ולא מאחר תלויים, הם 3.3 בדוגמא משתנים זוג :3.4 דוגמה
שוליות. מהתפלגויות

מהו ,X,Y „ Berppq תלויים, בלתי Bernoulli ניסויי זוג עבור :3.5 דוגמה
?pXY rxk, yjs, FXY px, yq

שוליות, התפלגויות של מכפלה היא משותפת התפלגות האם בדיקה, פתרון:

pXY r0, 0s “ pXr0spY r0s “ p1 ´ pq2(3.10א)

pXY r0, 1s “ pXr0spY r1s “ p1 ´ pqp(3.10ב)

pXY r1, 0s “ pXr1spY r0s “ pp1 ´ pq(3.10ג)

pXY r1, 1s “ pXr1spY r1s “ p2(3.10ד)

שהתפלגות כמובן בטבלה. עמודה או שורה לפי כסכימה גם לראות ניתן שולית התפלגות
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תלויים. בלתי במשתנים ומדובר מאחר ,Bernoulli התפלגות היא שולית

pXr0s “ pXY r0, 0s ` pXY r0, 1s “ p1 ´ pq2 ` p1 ´ pqp “ 1 ´ p(3.11א)

pXr1s “ pXY r1, 0s ` pXY r1, 1s “ p1 ´ pqp ` p2 “ p(3.11ב)

:CDF

(3.12) FXY px, yq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

0 x ă 0, y ă 0

pXY r0, 0s 0 ď x ă 1, 0 ď y ă 1

pXY r0, 0s ` pXY r0, 1s 0 ď x ă 1, 1 ď y

pXY r0, 0s ` pXY r1, 0s 1 ď x, 0 ď y ă 1

1 1 ď x, 1 ď y

מימין. רציפה הפונקציה כמובן,

X

0 1

Y
0 p1 ´ pq2 pp1 ´ pq

1 p1 ´ pqp p2

רציפים אקראיים משתנים 3.2

האלה. התוצאות בין והקשר רציפות, תוצאות שתי בעל אקראי ניסוי לאפיין מטרה:

רציפות: תוצאות שתי בעל אקראיים לניסויים דוגמאות :3.6 דוגמה

בכיתה הנוכחים של ומשקל גובה �

נגד. אותו על וזרם מתח של "רועשות" קריאות �

משותף אפיון 3.2.1

:(3.5 (הגדרה CDF

ובדידות רציפות משותפות התפלגויותת עבור זהה CDF של הגדרה

(3.13) FXY px, yq “ ppX ď x, Y ď yq

:(3.6 (הגדרה PDF

PDF-ל CDF בין הקשר

(3.14) fXY px, yq “
B2FXY px, yq

BxBy
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:(3.4 (תכונה CDF-ל PDF בין קשר

(3.15) FXY px, yq “

ż x

´8

ż y

´8

fXY ps, pq dp ds

ערכים ו"סכום" ערכים תחום :(3.5 (תכונה PDF תכונות

fXY px, yq ě (3.16א)0
ż 8

´8

ż 8

´8

fXY px, yqdxdy “ 1 “ FXY p8,8q(3.16ב)

הסתברות חשב ,FXY px, yq בהינתן .B “ pa, bs ˆ pc, ds מלבן נתון :3.7 דוגמה
.ppX,Y P Bq

,3.1 לאיור בהמשך פתרון:

(3.17)
ppX,Y P Bq “ ppa ă X ď b, c ă Y ď dq

“ FXY pb, dq ´ FXY pa, dq ´ FXY pb, cq ` FXY pa, cq

ba

c

d
FXY (b, d)

FXY (a, d)

FXY (b, c)FXY (a, c)

x

y

.3.7 דוגמה עבור איור :3.1 איור

:(3.6 (תכונה אקראיים משתנים של פונקציה של תוחלת

(3.18) ErgpX,Y qs “

8
ĳ

´8

gpx, yqfXY px, yqdxdy
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נפוץ: מקרה :3.8 דוגמה

(3.19) ErXY s “

8
ĳ

´8

xyfXY px, yqdxdy

:(3.7 (הגדרה שולית התפלגות

fXpxq “

ż 8

´8

fXY px, yqdy(3.20א)

fY pyq “

ż 8

´8

fXY px, yqdx(3.20ב)

FXpxq “ FXY px,8q(3.20ג)

FY pyq “ FXY p8, yq(3.20ד)

:(3.8 (הגדרה סטטיסטית תלויים בלתי משתנים

מתקיים אם ורק אם סטטיסטית תלויים בלתי נקראים משתנים

fXY px, yq “ fXpxqfY pyq(3.21א)

FXY px, yq “ FXpxqFY pyq(3.21ב)

שוליות. התפלגויות מתוך משותפת התפלגות לקבל ניתן בלבד זה במקרה

תוחלת 3.2.2

:(3.7 (תכונה התוחלת של לינאריות

(3.22) EraX ` bY s “ aErXs ` bErY s

רציפים) (משתנים a “ b “ 1 עבור הוכחה הוכחה.

E rX ` Y s “

8
ĳ

´8

px ` yqfXY px, yqdxdy

“

8
ĳ

´8

xfXY px, yqdxdy `

8
ĳ

´8

yfXY px, yqdxdy

“

ż 8

´8

x

ż 8

´8

fXY px, yqdy
looooooooomooooooooon

fXpxq

dx `

ż 8

´8

y

ż 8

´8

fXY px, yqdy
looooooooomooooooooon

fY pyq

dx

“ ErXs ` E rY s
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:(3.8 (תכונה תלויים בלתי משתנים עבור תוחלת
התוחלת gpx, yq “ g1pxqg2pyq מהצורה ופונקציה בלתי-תלויים משתנים זוג עבור

הקשר ע"י נתונה

(3.23) E
“

g1pXqg2pY q
‰

“ E
“

g1pXq
‰

E
“

g2pY q
‰

בלבד תלויים בלתי משתנים עבור חשוב פרטי מקרה

(3.24) ErXY s “ ErXsErY s

(3.21א) למשוואה בהתאם הוכחה.

(3.25)

ErXY s “

8
ĳ

´8

xy fXY px, yq
loooomoooon

fXpxqfY pyq

dxdy

“

ż 8

´8

xfXpxqdx

ż 8

´8

yfY pyqdy

אחידה התפלגות 3.2.3

:(3.9 (הגדרה אחידה התפלגות

ע"י נתון בלתי-תלויים משתנים זוג של אחידה דו-ממדית התפלגות של PDF

(3.26) fXY px, yq “

$

’

&

’

%

1

b ´ a
¨

1

d ´ c
a ď x ď b, c ď y ď d

0 אחרת

אחידה: דו-ממדית התפלגות עבור :3.9 דוגמה

.((3.18) (משוואה פונ' של תוחלת של נוסחא ע''פ ErXs לחשב (א)

.X „ U ra, bs, Y „ U rc, ds בלתי-תלויים משתנים בזוג שמדובר להוכיח, יש (ב)

פתרון:

gpx, yq “ x

ErXs “

8
ĳ

´8

xfXY px, yqdxdy

“

ż b

a

1

b ´ a
dx

ż d

c

dy “
a ` b

2



משותפת42 שונות 3.3

ErXY s “ ErXsErY s “
a ` b

2
¨
c ` d

2

fXpxq “

ż 8

´8

fXY px, yqdy

“

$

’

&

’

%

1

b ´ a

ż d

c

1

d ´ c
dy “

1

b ´ a
a ď x ď b

0 אחרת

(3.21א). במשוואה התנאי שמתקיים להראות, ניתן לסיכום,

מהו ,a “ c “ 0, b “ d “ 1 פרמטרים עם אחידה דו-ממדית התפלגות עבור :3.10 דוגמה
?CDF-ה

פתרון:

(3.27) FXY px, yq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

0 x ă 0, y ă 0
şy

0

şx

0
dxdy “ xy 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1

ş1

0

şx

0
dxdy “ x 0 ď x ď 1, 1 ă y

y 1 ă x, 0 ď y ď 1
ş1

0

ş1

0
dxdy “ 11 1 ă x, 1 ă y

משותפת שונות 3.3

הקדמה 3.3.1

.VarrX ` Y s חשב :3.11 דוגמה

פתרון:

(3.28)

VarrX ` Y s “ E
”

`

X ` Y ´ ErX ` Y s
˘2
ı

“ E

„

´

`

X ´ ErXs
˘

`
`

Y ´ ErY s
˘

¯2
ȷ

“ E
”

`

X ´ ErXs
˘2
ı

loooooooooomoooooooooon

VarrXs

`E
”

`

Y ´ ErY s
˘2
ı

looooooooomooooooooon

VarrY s

` 2E
”

`

X ´ ErXs
˘ `

Y ´ ErY s
˘

ı

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

CovrX,Y s

אקראיים. משתנים שתי בין (לינארי) קשר לאפיין מטרה:
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:(3.10 (הגדרה (covariance) משותפת שונות

(3.29) CovrX,Y s “ E
”´

X ´ ErXs

¯´

Y ´ ErY s

¯ı

הוא: נוסף נפוץ ביטוי
(3.30) CovrX,Y s “ ErXY s ´ ErXsErY s

הוכחה.

(3.31)

CovrX,Y s “ E
”´

X ´ ErXs

¯´

Y ´ ErY s

¯ı

“ ErXY s ´ E
“

XE rY s
‰

´ E
“

Y E rXs
‰

` E rXsE rY s

“ ErXY s ´ ErXsErY s

:(3.9 (תכונה משותפת שונות של תכונות

CovrX,Xs “ VarrXs(3.32א)

CovrX,Y s “ CovrY,Xs(3.32ב)

CovrX, as “ (3.32ג)0

CovraX, bY s “ abCovrX,Y s(3.32ד)

CovrX,Y s “ CovrX ` a, Y ` bs(3.32ה)

VarrX ˘ Y s “ VarrXs ` VarrY s ˘ 2CovrX,Y s(3.32ו)

.CovrX,Y s “ 0 בלתי-תלויים משתנים עבור :(3.10 (תכונה תלויים בלתי משתנים

ו-(3.31). (3.24) למשוואות בהתאם הוכחה.

:(3.11 (תכונה (בלבד) תלויים בלתי משתנים של שונות

VarraX ` bY s “ a2VarrXs ` b2VarrY s(3.33)

(3.32ו). בנוסחא להלן לראות שניתן כמו לינארית, לא היא כללי, באופן שונות,

:(3.12 (תכונה Cauchy-Schwatz שיוויון אי

E2rXY s ď E
”

X2
ı

E
”

Y 2
ı

(3.34)

CovrX,Y s ď VarrXsVarrY s(3.35)

אי-שיוויון נבחן הוכחה.

(3.36) E
”

paX ` Y q2
ı

“ E
”

X2
ı

` 2aE rXY s ` a2E
”

Y 2
ı

ě 0
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עבור מתקבל המינימלי הערך

(3.37) a “ ´
ErXY s

E
“

Y 2
‰

(3.36) במשוואה חזרה הצבה

E
”

X2
ı

´ 2
ErXY s

E
“

Y 2
‰ E rXY s `

˜

ErXY s

E
“

Y 2
‰

¸2

E
”

Y 2
ı

ě 0(3.38)

החישוב covariance עבור בנוסף, המתבקשת. התוצאה היא אגפים העברת בסיכום,
.X Ñ X ´ µX , Y Ñ Y ´ µY החלפה על מתבסס

:(3.11 (הגדרה קורלציה מקדם

המלא בשמו או מתאם) מקדם בשם גם (ידוע קורלציה מקדם
מנורמלת משותפת שונות ע"י נתון Pearson product-moment correlation coefficient

(3.39) ρXY “
CovrX,Y s

a

VarrXsVarrY s
,

.(3.3.1 תכונה (ע"פ |ρXY | ď 1 מתיים כאשר

לינארית. תלות בעלי הינם משתנים ρXY “ ˘1 תלויים
לינארית

עבור :(3.13 (תכונה לינארית תלות

:(3.12 (הגדרה קורלציה חוסר

קורלציה מתקייםחסרי לינארי) קשר (אין קורלציה חוסרי X,Y עבור

(3.40) CovrX,Y s “ ρXY “ 0

הם תלויים, בלתי הם X,Y כאשר :(3.14 (תכונה קורלציה לחוסר תלות אי בין קשר
קורלציה. חוסרי גם

התפלגות של פרטי למקרה (בפרט אחד בכיוון רק הוא החץ - קורלציה חסרי ð תלויים בלתי
בהמשך). גאוסית,

:(3.13 (הגדרה אורטוגונליות

של במצב
(3.41) E rXY s “ 0

אורטוגונליים. נקראים X,Y משתנים

.ρXY חשב ,3.3 דוגמה עבור :3.12 דוגמה

לעיל. הביניים שלבי כל חישוב דורש הפתרון פתרון:

CovrX,Y s “ E rXY s ´ ErXsErY s “
12

5
´

7

5
¨
9

5
“ ´

3

25
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ρXY “
´ 3

25
b

6
25

¨ 14
25

“ ´

?
21

14
« ´0.327326835353988571899146

לינארי. קשר בעלי משתנים ניתוח מטרה:

עבור VarrXs ,VarrY s ,VarrX ` Y s ,CovrX,Y s , ρXY חשב :3.13 דוגמה

X „ U r0, 1s

Y “ ´X
פתרון:

VarrXs “
pb ´ aq2

12
“

1

12

VarrY s “ Var
“

p´1q ¨ X
‰

“ p´1q2VarrXs “ VarrXs

VarrX ` Y s “ VarrX ´ Xs “ 0

CovrX,Y s “ CovrX,´Xs

“ E
“

Xp´Xq
‰

´ E rXsE r´Xs

“ ´pE
”

X2
ı

´ E2rXsq

“ ´VarrXs

ρXY “ ´
VarrXs

a

VarrXsVarrXs
“ ´

VarrXs
ˇ

ˇVarrXs
ˇ

ˇ

“ ´1

קורלציה. חסרי אבל תלויים, משתנים מטרה:

עבור CovrX,Y s , ρXY לחשב יש :3.14 דוגמה

X „ U r´1, 1s

Y “ X2

פתרון:

E rXs “
1 ` p´1q

2
“ 0

CovrX,Y s “ E rXY s ´����*0
ErXsErY s “ ErXY s

E rXY s “ E
”

X3
ı

“

ż 1

´1

x3
loomoon

gpxq

1

1 ´ p´1q
loooomoooon

fXpxq

dx “ 0

“ CovrX,Y s “ ρXY “ 0

קורלציה. וחסרי תלויים במשתנים מדובר לסיכום,
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שאלות 3.4

:X,Y המשתנים בין הבאים קשרים נתונים (שונות) 3.1

VarrX ` 2Y s “ 40(3.42)

VarrX ´ 2Y s “ 20(3.43)

VarrXs “ VarrY s(3.44)

VarrXs ,CovrX,Y s את מספרית חשב
.(X,Y המשתנים בין covariance מטריצת של האיברים (כל

אקראיים משתנה של משותפת התפלגות נתונה בדידים) משתנים של קורלציה (מקדם 3.2
להלן. התפלגות בעלי X,Y בדידים

.ρXY הקורלציה מקדם את חשב

pXY rx, ys “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

prX “ 0, Y “ ´1s “ 1
3

prX “ ´1, Y “ 0s “ 1
3

prX “ 1, Y “ 1s “ 1
6

prX “ ´1, Y “ ´1s “ 1
6

נגדיר .Xi „ U r0, 1s, i “ 1 . . . , n בלתי-תלויים אקראיים משתנים n נתונים 3.3

Y “ X1 ¨ X2 ¨ . . . ¨ Xn

Z “ X1 ` X2 ` . . . ` Xn

.ErY s,VarrY s , ErZs,VarrZs לחשב יש

משותפת, צפיפות פונקציית נתונה קורלציה) (מקדם 3.4

fXY px, yq “ exp

ˆ

´
4x ` y

2

˙

upxqupyq,

.ρXY קורלציה, מקדם מצא מדרגה. פונקציית upxq כאשר

כאשר ,Y “ ´6X ` 22 אקראיים, משתנים בין קשר נתון 3.5

ErXs “ 3(3.45)

VarrXs “ 2(3.46)

.ErY s,VarrY s חשב (א)

המתקבלת. התוצאה את הסבר/נמק .X,Y בין קורלציה ומקדם CovrX,Y s חשב (ב)
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:Bernoulli התפלגות בעלי בלתי-תלויים אקראיים משתנים 3 נתונים 3.6
X1 „ Berpp1q, X2 „ Berpp2q, X3 „ Berpp3q.

התסברויות: חשב (א)

ppX1 ` X2 ` X3 “ 1q (א)

ppX1 ` X2 ` X3 “ 2q (ב)

.pi ‰ 0.5 ערכי עבור סימולציה ע"י התוצאה את לבדוק יש (ב)

ע"י להראות יש .X,Y „ U r0, 1s בלתי-תלויים אקראיים משתנים נתונים (סימולציה) 3.7
הקשר את סימולציה

Pr

ˆ

X
1
3 ą

Y

2

˙

“
31

32
“ 0.96875

r „ U ra “ 1, b “ 3s מתפלגים שרדיוסים ידועה מעגלים. של רדיוס מדידות נתונות 3.8
תלויות. בלתי מדידה ושגיאת המדידה .n „ Npµ “ 0, σ2 “ 0.01q היא מדידה ושגיאת
לחשב: יש .A “ πX2 הוא ושטח ,C “ 2πX הוא היקף .X “ r ` n היא המדידה תוצאת

?ErCs הנמדד, המעגל של הממוצע היקף מהו (א)

?VarrCs הנמדד, המעגל של היקף של שונות מהי (ב)

?ErAs הנמדד, המעגל של הממוצע שטח מהו (ג)

.CovrX, rs לחשב יש (ד)

,Θ „ U r´π, πs נגדיר, 3.9

X “ cospΘq(3.47)

Y “ sinpΘq(3.48)

קורלציה. חסרי הם X,Y שמשתנים להוכיח יש (א)

.E
“

X2
‰

, E
“

Y 2
‰

לחשב יש (ב)

להיעזר ניתן רמז: תלויים. בלתי לא שהם במשתנים שמודבר דוגמה, ע''י להראות יש (ג)
במשוואה

E
“

g1pXqg2pY q
‰

“ E
“

g1pXq
‰

E
“

g2pY q
‰

בלבד. תלויים בלתי משתנים עבור שמתקיימת
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הפרק תוכן
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57 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 4.4

קבוע ע''י חיזוי 4.1

אקראי. משתנה של צפוי הכי ערך מטרה:

למושג מקור
תוחלת
(expectation)

להלן. כמפורט קבוע, ע"י חיזוי הוא מעניין פרטי מקרה

:(4.1 (הגדרה קבוע ע"י חיזוי

מהצורה חיזוי
(4.1) Ŷ “ b,

חיזוי. נעשה עבורו X של פרטי מקרה הוא x כאשר

מינימלית. ממוצעת ריבועית שגיאה הוא החיזוי לביצועי מדד

:(4.2 (הגדרה ממוצעת ריבועית שגיאה

לביצועים ע"ימדד מוגדרת החיזוי של (square error, SE) ריבועית שגיאה

(4.2) sepbq “ E
”

pŶ ´ Y q2
ı

.

:(4.3 (הגדרה מינימלית ריבועית שגיאה במובן חיזוי

כאשר ,(minimum SE, MSE) ממוצעת ריבועית שגיאה ע"י נמדדים החיזוי של הביצועים
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מינימלית, היא ריבוצעית שגיאה עבורו ,b של לערך היא הדרישה

(4.3) b “ arg
b

min sepbq

ע"י נתון SE הנידון, במקרה
(4.4) sepbq “ ErpY ´ bq2s.

סוגריים פתיחת

(4.5)

sepbq “ ErpY ´ bq2s

“ ErY 2 ´ 2bY ` b2s

“ ErY 2s ´ 2bErY s ` b2

לאפס, הנגזרת של והשוואה גזירה ע"י לקבל ניתן מינימלית היא השגיאה עבורו b של הערך

(4.6)
Bsepbq

Bb
“ ´2ErY s ` 2b “ 0

לתוצאה שמביאים
(4.7) bopt “ ErY s

משמעות
של נוספת
שונות

השונות היא זה במקרה החיזוי של (minimum square error, MSE) מינימלית ריבועית שגיאת

(4.8) semin “ ErpY ´ ErY sq2s “ VarrY s .

הבא. האופן הדברים את לסכם ניתן

קבוע, ע"י החיזוי של במקרה :(4.1 (תכונה קבוע ע"י חיזוי

מינימלית. ריבועית שגיאה עבור האופטימלי החיזוי היא תוחלת �

המתקבלת. החיזוי שגיאת זוהי שונות �

דו-ממדי לינארי חיזוי 4.2

לשני. מאחד חיזוי ליצור כדי המשתנים בין לינארי בקשר להשתמש מטרה:

:(4.4 (הגדרה לינארי חיזוי

חיזוי מהצורהצורת חיזוי

(4.9) Ŷ “ ax ` b,

. א חיזוי נעשה עבורו X של פרטי מקרה הוא x כאשר

.(linear regression) לינארית רגרסיה או (linear trendline) לינארי מגמה קו גם אמכונה

הדרישה כאשר ,(minimum SE, MSE) ממוצעת ריבועית שגיאה ע"י נמדדים החיזוי של הביצועים
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מהצורה, היא שגיאה למינימום היא

(4.10) a, b “ arg
a,b

min sepa, bq

לאפס, הנגזרת של והשוואה גזירה ע"י לקבל ניתן מינימלית היא השגיאה עבורם a, b הערכים
כלהלן.

(4.11)

sepa, bq “ E
”

pŶ ´ Y q2
ı

“ E
”

pY ´ aX ´ bq2
ı

“ E
”

Y 2 ´ 2aXY ` a2X2 ´ 2bY ` 2abX ` b2
ı

“ E
”

Y 2
ı

´ 2aE rXY s ` a2E
”

X2
ı

´ 2bE rY s ` 2abE rXs ` b2

,
”

f
`

gpxq
˘

ı1

“ f 1
`

gpxq
˘

g1pxq השרשרת, בכלל שימוש תוך הגזירה, ע"י לקבל ניתן המינימום את

Bsepa, bq

Ba
“ E

“

2pY ´ aX ´ bqp´Xq
‰

“ ´2ErXY s ` 2aErX2s ` 2bErXs “ 0(4.12)

Bsepa, bq

Bb
“ E

“

2pY ´ aX ´ bqp´1q
‰

“ ´2ErY s ` 2aErXs ` 2b “ 0(4.13)

מטריציאונית בצורה לרשום ניתן

(4.14)

«

ErX2s ErXs

ErXs 1

ff«

a

b

ff

“

«

ErXY s

ErY s

ff

.

הוא המתקבל הפתרון

aopt “
ErXY s ´ ErXsErY s

E
“

X2
‰

´ E2rXs
“

CovrX,Y s

VarrXs
(4.15א)

bopt “ E rY s ´
CovrX,Y s

VarrXs
E rXs(4.15ב)

לסיכום,

אקראיים משתנים זוג בין לינארי חיזוי 4.2):סיכום (תכונה משתנים זוג בין לינארי חיזוי
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ע"י נתון

(4.16)

Ŷ “ aoptx ` bopt

“
CovrX,Y s

VarrXs
x ` E rY s ´

CovrX,Y s

VarrXs
ErXs

“ E rY s `
CovrX,Y s

VarrXs

´

x ´ ErXs

¯

ע''י נתונה החיזוי שגיאת בין קשר
חיזוי שגיאת
למקדם
קורלציה

:(4.3 (תכונה ממוצעת ריבועית שגיאה - חיזוי שגיאת

(4.17) semin “ E
”

`

Y ´ paoptX ` boptq
˘2
ı

“ VarrY s

´

1 ´ ρ2XY

¯

!
`

1 ´ ρ2XY

˘

פי הוא השיפור .(4.8) במשוואה לתוצאה השווה

:(4.4 (תכונה ממוצעת שגיאה - חיזוי שגיאת

(4.18) E
“

Y ´ paoptX ` boptq
‰

“ 0

קבוע. ע''י לחיזוי זהה נהיה המצב קורלציה, חסרי משתנים של במקרה

מתקיים עבורם W1,W2 „ U r0, 1s תלויים בלתי אקראיים משתנים זוג נתונים :4.1 דוגמה

X “ W1

Y “ 0.9W1 ` 0.1W2

.ErXs , E rY s ,VarrXs ,VarrY s , E rXY s ,CovrX,Y s , ρXY חשב

.4.1 באיור מופיעה הפתרון של גרפית המחשה פתרון:

ErXs “ E rW1s “
1

2

ErY s “ 0.9ErW1s ` 0.1ErW2s

VarrXs “ VarrW1s “ VarrW2s “
1

12

VarrY s “

ˆ

9

10

˙2

VarrW1s `
1

102
VarrW2s “

82

100
¨
1

12
“

41

600
« 0.06833

E rXY s “ 0.9E
”

W 2
1

ı

` 0.1ErW1W2s

0.9E
”

W 2
1

ı

“ 0.9 ˆ

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

VarrW1s ` E2rW1s “
9

10

„

1

12
`

1

22

ȷ

ż 1

0

x2 1

1 ´ 0
dx “

9

10

x3

3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“
3

10
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0.1ErW1sErW2s “
1

10
¨
1

2
¨
1

2
“

1

40

CovrX,Y s “ E rXY s ´ ErXsErY s “

ˆ

3

10
`

1

40

˙

´
1

2
¨
1

2
“

3

40
“ 0.075

ρXY “
3{40

b

1
12

¨ 41
600

“
9

?
82

« 0.99388

Ŷ “
1

2
`

3{40

1{12

ˆ

x ´
1

2

˙

“
1

2
`

9

10

ˆ

x ´
1

2

˙

mse “ VarrY s

´

1 ´ ρ2XY

¯

“
41

600

ˆ

1 ´
81

82

˙

“
1

1200
« 8.33 ˆ 10´4

הסימולציה: עבור Nהפקודות = 1e3;
W1 = rand(1,N);
W2 = rand(1,N);
X = W1;
Y = 9/10*W1+1/10*W2;
Yh = 1/2+9/10*(X-1/2);

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Y

.4.1 הדוגמה עבור גרפית הצגה :4.1 איור

מהגבוה למיין יש שונים. דו-ממדיים ניסויים 4 של תוצאות נתונות 4.2 באיור :4.2 דוגמה
.|ρXY | ,X,Y בין הקורלציה המקדם של מוחלט ערך ע"פ הניסויים של הסדר את לנמוך

תשובתך. את להסביר/לנמק יש
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-1 0 1
 X

-1
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-1
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מהגבוה הקורלציה, המקדם של מוחלט ערך ע"פ הניסויים של הסדר את לרשום יש :4.2 איור
.4.2 לדוגמה בתהתאם לנמוך

כללי, באופן פתרון:

ל-1. קרוב יותר |ρXY | יותר "ישר" קו עבור �

ל-1. קרוב יותר |ρXY | יותר "קטן" פיזור עבור ישר, קו עבור �

הם: הערכים השרטוט. מתוך ישירות לחשב ניתן לא קורלציה מקדמי

0.98621 (b) .1

0.90839 (d) .2

0.6233 (c) .3

´0.037787 (a) .4

בייסבול שחקני של (Weight) ומשקל (Height) גובה של נתונים בסיס נתון :4.3 דוגמה
בהתאמה. X,Y ע"י אותם נסמן א. מקצועיים אמריקאיים

.CovrX,Y s, ρXY חשב (א)

.(mse) המתקבלת חיזוי השגיאת את וחשב X,Y בין לינארי חיזוי בצע (ב)

,(1.2.4 (תכונה תוחלת במקום בממוצע שימוש ע"י הוא הניסוי תוצאות מתוך החישוב פתרון:
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כלהלן:

ErXs “
1

N

N
ÿ

i“1

xi

VarrXs “
1

N

N
ÿ

i“1

`

xi ´ ErXs
˘2

ErXY s “
1

N

N
ÿ

i“1

xiyi

הצבה. ע"י ו/או דומה באופן נעשים VarrY s ,CovrX,Y s של החישובים יתר
:Matlab ע"י חישוב עבור הפקודות Exפירוט = mean(X); % E[X]

Ey = mean(Y); % E[Y]
Cxy = mean(X.*Y) - Ex*Ey; %Cov[X,Y] = E[XY] - E[X]E[Y]
Vx = var(X); % Var[X]
Vy = var(Y); % Var[Y]
Yh = Ey+Cxy/Vx*(X-Ex);

Rho = Cxy/sqrt(Vx*Vy)
e = Y - Yh; % errors
mean(e) % mean error: 0 in theory
mse = mean(e.^2)
mse_theory = Vy*(1-Rho^2)

.4.3 באיור מוצג X,Y ערכי של פיזור ע"ג המתקבלת התוצאה שרטוט

http://wiki.stat.ucla.edu/socr/index.php/SOCR_Data_MLB_Heig מתוך א

(01-11-2020 (נבדק htsWeights
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Height [cm]
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]

מקצועיים. אמריקאי בייסבול שחקני של למשקל גובה בין המקשר מגמה קו :4.3 איור

http://wiki.stat.ucla.edu/socr/index.php/SOCR_Data_MLB_HeightsWeights
http://wiki.stat.ucla.edu/socr/index.php/SOCR_Data_MLB_HeightsWeights


רב-ממדי55 לינארי חיזוי 4.3

רב-ממדי לינארי חיזוי 4.3

סטטיסטיים בקשרים שימוש ע"י אקראיים משתני מתוך אקראי משתנה של חיזוי מטרה:
ביניהם.

תאורטי חישוב 4.3.1

נניח הכלליות, הגבלת בלי .X “

”

X1, X2, ¨ ¨ ¨ , XN

ıT

מהצורה N-ממדי אקראי וקטור נתון

.E rXis “ 0

:(4.5 (הגדרה לינארי חיזוי

(משתנים X אקראי וקטור מתוך Y אקראי משתנה של לינארי חיזוי נדרש
מהצורה ,(X1, X2, . . . , XN

(4.19) Ŷ “ a1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNXN

בצורה גם החיזוי את לרשם ניתן

(4.20) Ŷ “ aTX “ XTa “

”

a1 a2 ¨ ¨ ¨ aN

ı

»

—

—

—

–

X1

X2

¨ ¨ ¨

XN

fi

ffi

ffi

ffi

fl

החיזוי. מקדמי הינם a “

”

a1 a2 ¨ ¨ ¨ aN

ıT

כאשר

.Xi Ð Xi´ErXis תוחלת, החסרת ע"י 0 תוחלת עם למשתנה להפוך ניתן אקראי משתנה כל
מהצורה הוא החיזוי ,0 תוחלת של הנחה ללא

Ŷ “ a0 ` a1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNXN

:(4.6 (הגדרה ממוצעת ריבועית שגיאה

בצורה (4.1 (הגדרה ריבועית שגיאה את לרשום ניתן

(4.21)
sepaq “ E

„

´

Y ´ Ŷ
¯2
ȷ

“ E

„

´

Y ´ XTa
¯2
ȷ

“ E
”

␣

Y ´ pa1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNXNq
(2
ı

:(4.7 (הגדרה מינימלית ממוצעת ריבועית שגיאה במובן חיזוי

בצורה (4.1 (הגדרה ממוצעת ריבועית שגיאה את לנסח ניתן

(4.22) a “ arg
a

min sepaq,

חיזוי. מקדמי לחשב היא המטרה כאשר
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נגזרת חישוב ע"י החיזוי מקדמי את את לחשב ניתן

(4.23)

B

Ba0
sepaq “ E

”

2
`

Y ´ pa1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNXNq
˘

p´X1q

ı

“ 0

B

Ba1
sepaq “ E

”

2
`

Y ´ pa1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNXNq
˘

p´X2q

ı

“ 0

¨ ¨ ¨

B

BaN
sepaq “ E

”

2
`

Y ´ pa1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNXNq
˘

p´XNq

ı

“ 0

מטריצה בצורת רישום ע"י או

(4.24)

»

—

—

—

–

E
“

X2
1

‰

ErX1X2s ¨ ¨ ¨ E rX1XN s

E rX1X2s E
“

X2
2

‰

¨ ¨ ¨ E rX2XN s

¨ ¨ ¨

E rX1XN s ErX2XN s ¨ ¨ ¨ E
“

X2
N

‰

fi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

–

a1
a2
...
aN

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

–

ErX1Y s

ErX2Y s
...

ErXNY s

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

E
”

XXT
ı

a “ E rXys

היא המתקבלת שגיאה :(4.5 (תכונה חיזוי שגיאת

(4.25) semin “ E
”

Y 2
ı

´

N
ÿ

i“1

aiErXiY s

(identically התפלגות אותה בעלי תלויים בלתי משתנים X1, X2, . . . , Xn נתון :4.4 דוגמה
נסמן .σ2 ושונות m תוחלת עם ,and independently distributed)

X̄ “
1

n

n
ÿ

i“1

Xi

Yj “ Xj ´ X̄, j “ 1, . . . , n

להוכיח: יש

E
“

Yj

‰

“ 0

E
”

X̄Yj

ı

“ 0

פתרון:

E
“

Yj

‰

“ E
”

Xj ´ X̄
ı

“ E
“

Xj

‰

´ E
”

X̄
ı

“ m ´ E
”

X̄
ı

E
”

X̄
ı

“
1

n
E

«

n
ÿ

i“1

Xi

ff

“
1

n

n
ÿ

i“1

ErXis “
1

n

n
ÿ

i“1

m “ m
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E
“

Yj

‰

“ m ´ m “ 0

E
”

X̄Yj

ı

“ E
”

X̄pXj ´ X̄q

ı

“ E
”

X̄Xj

ı

´ E
”

X̄X̄
ı

E
”

X̄X̄
ı

“
1

n2

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

E
“

XiXj

‰

E
“

XiXj

‰

“

$

&

%

m2 i ‰ j

σ2 ` m2 i “ j Ð E
“

X2
i

‰

“ VarrXis ` E2rXis
(4.26)

E
”

X̄X̄
ı

“
1

n2

ÿÿ

i‰j

E
“

XiXj

‰

loooooooomoooooooon

איברים n2 ´ n

`
1

n2

ÿÿ

i“j

ErXiXis

looooooomooooooon

איברים n

“
1

n2

´

npn ´ 1qm2 ` npσ2 ` m2q

¯

“
σ2

n
` m2

E
”

X̄Xj

ı

“
1

n

n
ÿ

i“1

E
“

XiXj

‰

“
1

n

n
ÿ

i‰j

E
“

XiXj

‰

`
1

n
E
“

XjXj

‰

“
1

n

”

pn ´ 1qm2 ` pσ2 ` m2q

ı

“
σ2

n
` m2

שאלות 4.4

את לנמוך מהגבוה למיין יש שונים. דו-ממדיים ניסויים 4 של תוצאות נתונות 4.4 באיור 4.1
.|ρXY | ,X,Y בין הקורלציה המקדם של מוחלט ערך ע"פ הניסויים של הסדר

סטטיסטית בלתי-תלויים X,Y „ U r0, 1s רציפים אקראיים משתנים שני נתונים 4.2
המלבן. שטח A ו- המלבן היקף C יהיו מלבן. של צלעות המגדירים

הבאים: הסעיפים על ענו

.A ו- C ל- ביטויים רשמו .1

.A ל- C בין הקווריאנס את חשבו .2

שטחו. מתוך המלבן היקף של לינארי לשערוך דרך הציעו .3

הלינארי? השערוך של המינימלית הממוצעת הריבועית השגיאה מהי .4

Ŷ “ ax מהצורה X “ x מתוך Y של לינארי חזאי נתון (חיזוי) 4.3
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מהגבוה הקורלציה, המקדם של מוחלט ערך ע"פ הניסויים של הסדר את לרשום יש :4.4 איור
.4.1 לשאלה בתהתאם לנמוך

מינימלית. ריבועית שגיאה של במובן a של אופטימלי ערך לחשב יש (א)

.ErY ´ Ŷ s המתקבלת, ממוצעות שגיאה לחשב יש (ב)

ErpY ´ Ŷ q2s המתקבלת, ממוצעות ריבועית שגיאה לחשב יש (ג)

.Ŷ “ ax2 מהצורה ,Y אקראי למשתנה X אקראי ממשתנה חזאי נתון לא-לינארי) (חיזוי 4.4

לשגיאה ביטוי חשב מינימלית. ממוצעת ריבועית שגיאה במובן אופטימלי a מקדם חשב (א)
אופטימלי. a מקדם עבור המתקבלת מינימלית ממוצעת ריבועית

מהצורה X,Y אקראיים משתנים נתונים הבאים, סעיפים עבור

X “ 0.9W1 ` 0.1W2

Y “ W 2
1

,

תלויים. ובלתי W1,W2 „ U r0, 1s כאשר

המתקבלת. חיזוי שגיאת של מספרי ערך חשב (ב)

עזר: נוסחאות

px ` yq2 “ x2 ` 2xy ` y2

px ` yq3 “ x3 ` 3x2y ` 3xy2 ` y3
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px ` yq4 “ x4 ` 4x3y ` 6x2y2 ` 4xy3 ` y4

התוצאה את השוואה .Ŷ “ ax ` b מהצורה לינארי חיזוי שגיאת של הערך את חשב (ג)
ונמק. הקודם הסעיף של לתוצאה המתקבלת

ערכים בעל דו-ממדי אקראי משתנה נתון בדידים) משתנים של לינארי (חיזוי 4.5

לחשב: יש זהה. הסתברות בעלי

«

X

Y

ff

“

$

&

%

«

0

0

ff

,

«

1

1

ff

,

«

2

2

ff

,

«

2

3

ff

,

.

-

השוליות התפלגויות (א)

שוליות התפלגויות של ושונות תוחלת (ב)

קורלציה ומקדם משותפת שונות (ג)

המשתנים בין לינארי חיזוי (ד)

הסתברות בעלי אפשריות ניסוי תוצאות של טבלה נתונה בדידים) משתנים של לינארי (חיזוי 4.6
«

X

Y

ff

“

$

&

%

«

´2

0

ff

,

«

´1

0

ff

,

«

0

3

ff

,

«

1

3

ff

,

«

2

4

ff

,

.

-

זהה:

?x “ 1 עבור Y של הלינארי חיזוי מהו (א)

?X,Y בין קורלציה מקדם מהו (ב)

שרירותי? x מתוך Y של החיזוי של מינימלית ממוצעת ריבועית שגיאה מהי (ג)

בדידים) משתנים של לינארי (חיזוי 4.7
מופיעה עבורם אפשריות תוצאות עבור הסתברויות של טבלה .X,Y בדידים, משתנים זוג נתון

.PrrX “ 1, Y “ 3s “ 0.2 הטבלה ע"פ לדוגמה, .4.1 בטבלה

Y

3 2 1

0.2 0 0 1

X
0.1 0.2 0 2

0 0.2 0.1 3

0 0 0.2 4

.4.7 השאלה עבור טבלה :4.1 טבלה

לחשב: נדרש

ρXY (א)

.x “ 3 עבור Y של לינארי חיזוי (ב)
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בעלי ,X „ Berpp1q, Y „ Berpp2q תלויים, בלתי אקראיים משתנים זוג נתונים 4.8
משותפת, התפלגות

pXY r0, 0s “ 0.08

pXY r0, 1s “ 0.32

pXY r1, 0s “ 0.12

pXY r1, 1s “ 0.48

?p1, p2 ערכי מהם (א)

כפרמטרים. p1, p2 להשאיר יש הסעיפים, יתר עבור

החיזוי שגיאת מהי מינימלית. היא ריבועית שגיאה עבורו bx קבוע ע''י X של חיזוי נדרש (ב)
המתקבלת?

הקשר, נתון (ג)
(4.27) Z “ aX ` cY

שגיאת ומהי מינימלית, ריבועית שגיאה מתקבלת עבורו bz קבוע ע''י Z של חיזוי נדרש
החיזוי?

כן, אם קורלציה? חסרי יהיו Z,X שהמשתנים כדי ,a ‰ 0, c ‰ 0 קבועים קיימים האם (ד)
המתקבל? התנאי מהו



5 פרק

במשותף גאוסיים משתנים

ביניהם. והקשר גאוסיות אקראיות ניסויי תוצאות זוג של מודל לאפיין מטרה:

הפרק תוכן
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . רב-ממדית covariance מטריצת 5.1

64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . דו-ממדית גאוסית התפלגות 5.2

67 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PDF 5.2.1

69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . רב-ממדית גאוסית התפלגות 5.3

69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . PDF 5.3.1

71 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 5.4

רב-ממדית covariance מטריצת 5.1

שונים. משתנים בין משותפות שונויות אוסף להגדיר מטרה:

:(5.1 (הגדרה covariance מטריצת

,X “ pX1, X2, . . . , XNqT אקראיים משתנים ווקטור בהינתן

(5.1)

CX “CovrX,Xs “ ErpX ´ ErXsqpX ´ ErXsqT s

“ErXXT s ´ ErXsErXsT

“

»

—

—

—

—

–

VarrX1s CovrX1, X2s ¨ ¨ ¨ CovrX1, XN s

CovrX2, X1s VarrX2s ¨ ¨ ¨ CovrX2, XN s
...

...
. . .

...
CovrXN , X1s CovrXN , X2s ¨ ¨ ¨ VarrXN s

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

:(5.1 (תכונה סימטריה

(5.2) CX “ CT
X Cov

“

Xi, Xj

‰

“ Cov
“

Xj, Xi

‰
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,E rXs “ 0 כאשר :(5.2 (תכונה 0 תוחלת עם משתנים

(5.3)

CX “ E
”

XXT
ı

“

»

—

—

—

—

–

E
“

X2
1

‰

ErX1X2s ¨ ¨ ¨ E rX1XN s

E rX2X1s E
“

X2
2

‰

¨ ¨ ¨ E rX2XN s
...

...
. . .

...
E rXNX1s ErXNX2s ¨ ¨ ¨ E

“

X2
N

‰

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

בצורה לינארי חיזוי לרשום ניתן הזה במקרה

(5.4)
CXa “ ErXys

a “ C´1
X ErXys

:(5.3 (תכונה משתנים סכום של שונות

(5.5) Var

»

–

N
ÿ

i“1

Xi

fi

fl “

N
ÿ

i“1

N
ÿ

j“1

Cov
“

Xi, Xj

‰

להגדרה, בהתאם הוכחה.

Var

»

–

N
ÿ

i“1

Xi

fi

fl “ E

»

—

—

–

$

’

&

’

%

N
ÿ

i“1

Xi ´ E

»

–

N
ÿ

i“1

Xi

fi

fl

,

/

.

/

-

2
fi

ffi

ffi

fl

“ E

»

—

—

–

$

’

&

’

%

¨

˝

N
ÿ

i“1

Xi

˛

‚´

¨

˝

N
ÿ

i“1

E rXis

˛

‚

,

/

.

/

-

2
fi

ffi

ffi

fl

“ E

»

—

–

$

&

%

N
ÿ

i“1

`

Xi ´ ErXis
˘

,

.

-

2
fi

ffi

fl

Ui “ Xi ´ ErXis Ñ “ E

»

—

–

¨

˝

N
ÿ

i“1

Ui

˛

‚

2
fi

ffi

fl

“ E

»

–

N
ÿ

i“1

N
ÿ

j“1

UiUj

fi

fl

“

N
ÿ

i“1

N
ÿ

j“1

E
“

UiUj

‰

הוא הסכום מאיברי אחד כל כאשר

(5.6) E
“

UiUj

‰

“ E
”

`

Xi ´ ErXis
˘ `

Xj ´ ErXjs
˘

ı

“ Cov
“

Xi, Xj

‰
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אקראיים משתנים זוג של סכום שונות :5.1 דוגמה

VarrX1 ` X2s “

2
ÿ

i“1

2
ÿ

j“1

Cov
“

Xi, Xj

‰

“ CovrX1, X1s ` CovrX2, X2s ` CovrX1, X2s ` CovrX2, X1s

“ VarrX1s ` VarrX2s ` 2CovrX1, X2s
(5.7)

:(5.4 (תכונה קורלציה חסרי משתנים

(5.8)

CX “ diag
“

VarrX1s ,VarrX2s , . . . ,VarrXN s
‰

“

»

—

—

—

—

–

VarrX1s 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 VarrX2s ¨ ¨ ¨ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¨ ¨ ¨ VarrXN s

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

הוכחה.
(5.9) Cov

“

Xi, Xj

‰

“ 0, i ‰ j

,a “ pa1, a2, . . . , aNqT מספרים ווקטור בהינתן :(5.5 (תכונה לינארית קומבינציה

(5.10) Var
”

aTX
ı

“ aTCXa

.(5.5) במשוואה הקשר של כללי במקרה מדובר

אקראיים משתנים זוג של לינארית קומבינציה :5.2 דוגמה

(5.11)
Varra1X1 ` a2X2s “

”

a1 a2

ı

«

VarrX1s CovrX1, X2s

CovrX2, X1s VarrX2s

ff«

a1
a2

ff

“ a21VarrX1s ` 2a1a2CovrX1, X2s ` a22VarrX2s

.(5.7) במשוואה התוצאה מתקבלת a1 “ a2 “ 1 עבור כמובן,

,Y “ AX והקשר ,A ממשית מטריצה בהינתן :(5.6 (תכונה לינארית טרנספורמציה

µY “ AµX(5.12)

CY “ ACXA
T(5.13)

.Y „ NpµY,CYq רב-ממדי, גאוסי משתנה שהוא X עבור
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כאשר, µ “ ErXs ממוצע בעל X אקראי וקטור עבור הוכחה.

CovrXs “ E
”

pX ´ µqpX ´ µqT
ı

CovrAXs “ E
”

pAX ´ AµqpAX ´ AµqT
ı

“ E
”

ApX ´ µqpX ´ µqTAT
ı

“ AE
”

pX ´ µqpX ´ µqT
ı

AT

“ ACovrXsAT .

דו-ממדית גאוסית התפלגות 5.2

במשותף). גאוסיים משתנים (זוג דו-ממדי גאוסי משתנה של הגדרה מטרה:

משפט

גאוסי. משתנה הוא בלתי-תלויים גאוסיים משתנים סכום

,X „ Npµx, σ
2
xq, Y „ Npµy, σ

2
yq תלויים בלתי משתנים עבור :5.3 דוגמה

(5.14) aX ` bY „ Npaµx ` bµy, a
2σ2

x ` b2σ2
yq

,W1,W2 „ Np0, 1q משתנים זוג
גאוסיים
במשותף

תלויים, בלתי גאוסיים משתנים זוג בין קשר להראות ניתן :5.4 דוגמה
הבא. באופן

X1 “ µ1 ` σ11W1 ` σ12W2(5.15א)

X2 “ µ2 ` σ21W1 ` σ22W2(5.15ב)

גאוסיות, הן המתקבלות השוליות התפלגויות

X1 „ Npµ1, σ
2
1q(5.16א)

X2 „ Npµ2, σ
2
2q(5.16ב)

תוחלות,

ErX1s “ µ1 ` σ11E rW1s ` σ12E rW2s “ µ1(5.17א)

ErX2s “ µ2(5.17ב)

הם המשתנים בין הקשרים

CovrX1, X1s “ VarrX1s “ σ2
11VarrW1s ` σ2

12VarrW2s “ σ2
(5.18א)1

CovrX2, X2s “ VarrX2s “ σ2
21 ` σ2

22 “ σ2
(5.18ב)2
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ErX1sErX2s “ µ1µ2(5.18ג)

ErX1X2s “ E
“

pµ1 ` σ11W1 ` σ12W2q pµ2 ` σ21W1 ` σ22W2q
‰

“ E

»

—

–

µ1µ2 `µ1σ21W1 `µ1σ22W2

` µ2σ11W1 `σ11σ21W
2
1 `σ11σ22W1W2

` µ2σ12W2 `σ11σ21W1W2 `σ12σ22W
2
2

fi

ffi

fl

(5.18ד)

“ µ1µ2 ` σ11σ21E
”

W 2
1

ı

` σ12σ22E
”

W 2
2

ı

(5.18ה)

“ µ1µ2 ` σ11σ21 ` σ12σ22(5.18ו)

CovrX2, X1s “ CovrX1, X2s(5.18ז)

“ ErX1X2s ´ E rX1sErX2s “ ErX1X2s ´ µ1µ2(5.18ח)

“ σ11σ21 ` σ12σ22(5.18ט)

הוא הקורלציה ומקדם

(5.19) ρ “
CovrX1, X2s

a

VarrX1sVarrX2s
“

σ11σ21 ` σ12σ22

σ1σ2

ע"י נתונה שלו covariance מטריצת ,X “ pX1, X2q אקראי וקטור עבור

(5.20) CX “

«

CovrX1, X1s CovrX1, X2s

CovrX2, X1s CovrX2, X2s

ff

“

«

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

ff

:(5.2 (הגדרה במשותף גאוסיים משתנים זוג

במשותף גאוסיים אקראיים משתנים זוג של וקטור

X “

«

X1

X2

ff

משותפת, התפלגות ע"י לאפיין ניתן

(5.21) X „ N

¨

˝

«

µ1

µ2

ff

,CX

˛

‚

משפט

במשותף גאוסיים הם תלויים) בלתי או (תלויים X1, X2, . . . , XN אקראיים משתנים
לינארית הקומבינציה אם ורק אם משותפת) N-ממדית גאוסית התפלגות (בעלי

.@am P R עבור גאוסית מתלפגת היא
řN

m“1 amXm

.X „ Np0, σ2q, Y “ 3X אקראיים, משתנים זוג נתונים :5.5 דוגמה

לחשב)? (בלי קורלציה מקדם מהו (א)

במשותף. גאוסיים הם X,Y שמשתנים הראה (ב)
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שלהם? המשותפת התפלגות מהי ?covariance מטריצת מהי (ג)

.ρXY “ 1 חיובי, שיפוע עם לינארי קשר בגלל פתרון:(א)

גאוסית: היא המשתנים של לינארית קומבינציה (ב)

a1X ` a2Y “ a1X ` 3a2X “ pa1 ` 3a2qX „ N
´

0, pa1 ` 3a2q2σ2
¯

(ג)

ErXY s “ Er3X2s “ 3ErX2s “ CovrX,Y s “ 3σ2(5.22)

ErY 2s “ 32ErX2s “ VarrY s “ 9σ2(5.23)

CXY “

«

CovrX,Xs CovrX,Y s

CovrY,Xs CovrY, Y s

ff

“ σ2

«

1 3

3 9

ff

(5.24)

«

X

Y

ff

„ N

¨

˝

«

0

0

ff

,CX

˛

‚(5.25)

.a “

«

1

3

ff

,CX “ σ2,CY “ aTCXa הקשר ע''י היא נוספת, דרך

גאוסיים משתנים כאשר :(5.7 (תכונה קורלציה חסרי במשותף גאוסיים משתנים
תלויים). בלתי ô קורלציה (חסרי תלויים בלתי גם הם קורלציה, חסרי הם במשותף

נגדיר .CovrX,Y s ‰ 0 עם X,Y אקראיים משתנים נתונים :5.6 דוגמה

Z “ aX ` Y

דטרמיניסטי. קבוע הוא a כאשר

?CovrX,Zs “ ρXZ “ 0 של מצב ייתכן האם (א)

במשותף. גאוסיים X,Y עבור הקודם הסעיף על חזור (ב)

פתרון:

CovrX,Zs “ ErXZs ´ ErXsErZs

E rZs “ aErXs ` ErY s

ErXZs “ aE
”

X2
ı

` E rXY s

CovrX,Zs “ aE
”

X2
ı

` E rXY s ´ aE2rXs ´ ErXsErY s

“ aVarrXs ` CovrX,Y s “ 0

a “ ´
CovrX,Y s

VarrXs
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במשותף: גאוסיים X,Y עבור

במשותף). גאוסיים המשתנים של לינארית (קומבינציה גאוסי הוא Z משתנה �

!(5.2 תכונה (ע"פ תלויים בלתי הם X,Z משתנים �

במטריצה, הכפלה של בצורה גם התרגיל את לרשום ניתן הערה:

«

X

Z

ff

“

«

1 0

a 1

ff«

X

Y

ff

משתנים נתונים :5.7 דוגמה

תלויים בלתי

$

’

&

’

%

X „ Np0, 1q

W “ ppW “ ˘1q “
1

2

Y “ WX

גאוסית שולית התפלגות בעלי X,Y �

קורלציה חסרי X,Y �

CovrX,Y s “ ErXY s´ErXs
loomoon

0

ErY s “ ErX2W s “ ErX2s ErW s
loomoon

ErW s“1¨ 1
2

`p´1q¨ 1
2

“ 0

.|X| “ |Y | תלויים, �

משותפת. גאוסית התפלגות בעלי אינם �

תלויים. בלתי גם הם קורלציה חסרי משתנים משותפת, גאוסית התפלגות עבור –

(בוודאי רציפה התפלגות עבור לקרות יכול לא ppX ` Y “ 0q “ 1
2

של מצב –
גאוסית). גם

במשותף. לא אבל גאוסית, התפלגות בעלי במשתנים מדובר סיכום:

:(5.3 (הגדרה אופטימלי לינארי חיזוי

חיזוי שאין (מיטבי), אופטימלי חיזוי הוא לינארי החיזוי במשותף, גאוסיים משתנים עבור
ממנו. טוב יותר

PDF 5.2.1
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:(5.4 (הגדרה PDF במשותף גאוסיים משתנים זוג

גאוסיים משתנים זוג של המשותף PDF-ה

«

X1

X2

ff

„ N

¨

˝

«

µ1

µ2

ff

,

«

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

ff

˛

‚

ע"י נתון

(5.26) fX1X2px1, x2q “
1

2πσ1σ2

a

1 ´ ρ2
exp

˜

´
1

2p1 ´ ρ2q
ˆ

ˆ

«

px1 ´ µ1q2

σ2
1

`
px2 ´ µ2q

2

σ2
2

´
2ρpx1 ´ µ1qpx2 ´ µ2q

σ1σ2

ff

˛

‚

במשותף גאוסיים משתנים של השוליות התפלגויות :(5.8 (תכונה שוליות התפלגויות
גאוסיות. הן

מהצורה אליפסה הוא exppq בתוך שביטוי לב, לשים ניתן :(5.9 (תכונה PDF-ה צורת

(5.27)

«

px1 ´ µ1q
2

σ2
1

`
px2 ´ µ2q

2

σ2
2

´
2ρpx1 ´ µ1qpx2 ´ µ2q

σ1σ2

ff

“ c2

קצה מקרי עבור

מעגל. צורת היא והצורה קורלציה, חסרי הם המשתנים ρ “ 0 �

ישר. קו היא והצורה לינארי, קשר ρ “ ˘1 �

µ1 “ µ2 “ 0, σ1 “ σ2 “ 1 עבור ,fX1,X2px1, x2q דו-ממדי, גאוסי משתנה של PDF-ל דוגמה
.5.1 באיור מופיעה

«

X1

X2

ff

„ דו-ממדי, גאוסי אקראי משתנה נתון :5.8 דוגמה

נתונים covariance מטריצת וערכי תוחלות כאשר ,N

¨

˝

«

µ1

µ2

ff

,

«

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

ff

˛

‚

נתונים. x1, x2 עבור FX1X2px1, x2q של מספרי ערך חשב מספרית. בצורה

הבא: באופן לדוגמא, בלבד. מספרי חישוב ע"י לביצוע ניתן פתרון:
mu = [mu1; mu2];
Cv = [sigma1^2 rho*sigma1*sigma2; ...

rho*sigma1*sigma2 sigma2^2];
mvncdf([x1; x2],mu, Cv)
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0

0.05

0.1

2

0.15

2

0.2

0

0.25

0

-2
-2

-2 0 2

-3

-2

-1

0

1

2

3

ρ “ 0.9 (א)

0

0.05

2

0.1

2

0.15

0

0.2

0

-2
-2

-2 0 2

-3

-2

-1

0

1

2

3

ρ “ 0 (ב)

עבור ,fX1,X2px1, x2q דו-ממדי, גאוסי משתנה של PDF-ל דוגמה :5.1 איור
.µ1 “ µ2 “ 0, σ1 “ σ2 “ 1

רב-ממדית גאוסית התפלגות 5.3

בר-ממדית. להגדרה דו-ממדית הגדרה להרחיב מטרה:

PDF 5.3.1

:(5.5 (הגדרה גאוסי משתנה של PDF

ע"י נתונה X “ pX1, X2, . . . , XNqT רב-ממדי גאוסי משתנה של PDF

(5.28) fXpxq “
1

p2πq
N{2 det rCXs

exp

"

´
1

2
px ´ µq

T C´1
X px ´ µq

*

,
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.X „ N pµ, CXq לסיכום, .µ “ ErXs ,covariance מטריצת זה CX כאשר

Xk „ Np0, 1q של פרטי במקרה :(5.10 (תכונה Xk „ Np0, 1q של פרטי מקרה
מתקיים תלויים בלתי

fXpxq “fX1px1qfX2px2q ¨ ¨ ¨ fXN
pxNq

“
1

p2πqN{2
exp

˜

´
x2
1 ` x2

2 ` . . . ` x2
N

2

¸

“
1

p2πqN{2
exp

˜

´
xTx

2

¸

,(5.29)

.µ “ 0Nˆ1 מאפסים מורכב תוחלות ווקטור יחידה, מטריצת היא CX “ INˆN מטריצה כאשר

אקראיים משתנים של לינארית קומבינציה עבור :(5.11 (תכונה לינארית קומבינציה
וקטור הוא a “ pa1, . . . , anqT כאשר ,Y “ aTX מהצורה X „ N pµ, CXq גאוסיים

מתקיים ממשי,
(5.30) Y „ NpaTµ, aTCXaq

כאשר תלויים, בלתי משתנים של פרטי מקרה עבור
מתקיים ,CX “ diag

“

VarrX1s ,VarrX2s , . . . ,VarrXN s
‰

,µ “ rµ1, µ2, . . . , µN s

(5.31) Y „ N

¨

˝

N
ÿ

i“1

aiµi,
N
ÿ

i“1

paiσiq
2

˛

‚.

של התפלגות מהי .X1, X2, X3 „ Npµ, σ2q תלויים בלתי משתנים נתונים :5.9 דוגמה
?Y “ X1 ` 2X2 ` 3X3

פתרון:

ErY s “ p1 ` 2 ` 3qµ

VarrY s “

´

12 ` 22 ` 32
¯

σ2

Y „ N
`

ErY s ,VarrY s
˘

התפלגות מהי .X1, X2, X3 „ Np0, 1q תלויים בלתי משתנים נתונים :5.10 דוגמה
של המשותפת

Y1 “ X1 ` X2 ` X3

Y2 “ X1 ´ X2

Y3 “ X2 ´ X3

גאוסי. אקראי משתנה היא גאוסיים אקראיים משתנים של לינארית קומבינציה פתרון:
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לרשום, ניתן בנוסף,

»

—

–

Y1

Y2

Y3

fi

ffi

fl

loomoon

Y

“

»

—

–

1 1 1

1 ´1 0

0 1 ´1

fi

ffi

fl

looooooomooooooon

A

»

—

–

X1

X2

X3

fi

ffi

fl

loomoon

X

, µX “

»

—

–

0

0

0

fi

ffi

fl

, CX “

»

—

–

1 0 0

0 1 0

0 0 1

fi

ffi

fl

Cy “ ACXA
T “

»

—

–

3 0 0

0 2 ´1

0 ´1 2

fi

ffi

fl

פרטני, באופן

VarrY1s “ VarrX1s ` VarrX2s ` VarrX3s “ 3

VarrY2s “ VarrX1s ` p´1q2VarrX2s “ 2

CovrY1, Y3s “ ErY1Y3s

“ �����
ErX1X2s ´�����

E rX1X3s ` E
”

X2
2

ı

´�����
E rX2X3s `�����

ErX2X3s ´ E
”

X2
3

ı

“ 0

CovrY2, Y3s “ ´E
”

X2
2

ı

`��¨ ¨ ¨ “ ´1

שאלות 5.4

כלשהם. אקראיים משתנים הם X,Y (שונות) 5.1

.VarrX ´ Y s עבור ביטוי הוכח (א)

«

X

Y

ff

„ N

¨

˝

«

µ1

µ2

ff

,

«

σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

ff

˛

‚ במשותף, גאוסיים הם X,Y שמשתנים נתון (ב)

ההתפלגות. פרמטרי של כפונקציה ErX ´ Y s,VarrX ´ Y s חשב

.X1 „ Npm,σ2q, X2 „ Npm,σ2q אקראיים משתנים נתונים גאוסיים) דו-ממדים (משתנים 5.2
חדשים: משתנים נגדיר !X1, X2 בין תלות אי להניח ניתן לא

V “ X1 cospθq ` X2 sinpθq(5.32)

W “ ´X1 sin pθq ` X2 cos pθq(5.33)

תלויים. בלתי V,W משתנים עבורו ,´π ď θ ď π של ערך מצא (א)

של הפרמטרים ומה ,V,W משתנים של של המשותפת התפלגות מהי כפול!) (סעיף (ב)
מסעיף θ ערך להניח ניתן לא .E rX1X2s “ b להניח ניתן זה בסעיף הזאת? התפגלות

הקודם.
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מקדם בעלי ,X „ N
`

1{2, 1
˘

, Y „ N
`

1{2, 22
˘

גאוסיים משתנים זוג נתונים (CDF) 5.3
חשב יש ,FXpxq, FY pyq, FXY px, yq מהצורה CDF פונקציות בהינתן ביניהם. 1/2 של קורלציה

הסתברויות:

Prp´1 ă X ă 1, Y ă 1q,

PrpX ă 1,´1 ă Y q

.3.7 בדוגמה ליהעזר ניתן רמז:

בלתי הם הניסויים כאשר ,X1, X2, . . . , X200 ניסויים רצף נתון סימולציה) ו/או (תאוריה 5.4
נגדיר .Xi „ Np1{2, 1{22q תלויים

Y “ X1 ` X2 ` . . . ` X200

Prp90 ď Y ď 110q לחשב יש

X1 „ Np0, 1q, X2 „ Np1, 2q, X3 „ גאוסיים, אקראיים משתנים נתונים (תאוריה) 5.5

בנוסף, .ρX1X2 “
1

?
2

הוא X1, X2 בין קורלציה שמקדם ידוע, .(Npµ, σ2q (סימון Np0, 1q

Y1 “ X2 ` X3 „ Np1, 5q

Y2 “ ´X1 ` 2X3 „ Np0, 3q

Y3 “ X1 ` 2X2

Y4 “ 3X1 ` 2X2

?X1 מתוך X2 של מינימלית ריבועית שגיאה במובן אופטימלי חיזוי מהו (א)

?Y4 מתוך Y3 של מינימלית ריבועית שגיאה במובן אופטימלי חיזוי מהו (ב)

להיעזר ניתן רמז: תלויים? בלתי הם האם להוכיח, יש משתנים, מהזוגות אחד לכל (ג)
.Y1, Y2 של בהגדרות

X1, X3(5.1)

X2, X3(5.2)



II חלק

אקראיים תהליכים/אותות



אקראיים לאותות הקדמה

כמובן, .(5.2 (איור xptq רציף, בזמן אקראי בתהליך שימוש נעשה הדברים, את להמחיש כדי
בדיד. בזמן תהליך על לשאל ניתן שאלות אותם

t

x(t)

t1 t2 t3

x(t1) x(t2) x(t3)

אקראי. לתהליך דוגמה :5.2 איור

הקורס: במהלך שנתעסק שאלות של חלקית רשימה

? xpt1q של התפלגות מהי �

?xpt3q ושל xpt2q מהתפלגות שונה xpt1q של התפלגות האם �

? xptq של ושונות תוחלת של משמעות מהי �

?xpt2q מתוך xpt3q של ערך לחזות ניתן האם �

?xptq של הספק מחשבים איך �

?xpt1q,xpt2q מתוך יותר, טוב xpt3q של ערך לחזות ניתן האם �

?xpt1q מתוך xpt2q של בחיזוי לעומת ,xpt2q מתוך xpt3q של בחיזוי שוני יש האם �

לסינון? חיזוי בין הקשר מה �

מהאות? רעש מסננים איך �

התדר? במישור סינון לעומת הזמן במישור בסינון שוני יש האם �



6 פרק

אקראיים לאותות מבוא

אקראיים אותות לאפיין מטרה:

הפרק תוכן
75 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . אקראיים אותות של סיווגים 6.1

76 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . בודד ערך 6.2

77 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ערכים זוג 6.3

78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Auto-correlation 6.3.1

79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Auto-covariance 6.3.2

80 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . דוגמאות 6.3.3

83 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . סטציואנריים תהליכים 6.4

83 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הקדמה 6.4.1

84 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . סטציאונריות 6.4.2

85 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . WSS תהליכי תכונות 6.4.3

88 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . גאוסי לבן רעש 6.4.4

90 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ספקטראלית הספק צפיפות 6.5

90 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . פוריה התמרות 6.5.1

91 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הגדרה 6.5.2

93 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . גאוסי לבן רעש 6.5.3

94 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 6.6

אקראיים אותות של סיווגים 6.1

הערכים. והתפלגות הזמן ציר ע''פ הוא הבסיסי סיווג

רציף. או בדיד :(6.1 (תכונה זמן

רציף. או בדיד :(6.2 (תכונה ערך



בודד76 ערך 6.2

בודד ערך 6.2

מסויים. בזמן אקראי אות של ערך ולאפיין להגדיר מטרה:

אקראי. משתנה היא אקראי תהליך של בודד ערך :(6.3 (תכונה בודד ערך

הנדרש. ערך כל עבורו להציב שניתן שרירותי, פרמטר הוא n או t זמן

דגימה לפעולת הכוונה אין בדיד. או רציף בזמן שרירותית לנקודה כוונה היא בודד" "ערך
ספרתי. אותות בעיבוד מוגדרת שהיא כפי

:(6.1 (הגדרה CDF

משתנה כמו
רק אקראי,
בזמן משתנה

רציף/בדיד בזמן לתהליכים זהה ההגדרה

Fxpx; tq “ Pr
`

xptq ď x
˘

(6.1א)

Fxpx;nq “ Pr
`

xrns ď x
˘

(6.1ב).

:(6.2 (הגדרה PDF

אקראי משתנה עבור להגדרה בדומה ובדיד, רציף זמן עבור שונה ההגדרה

fxpx; tq “
B

Bx
Fxpx; tq(6.2א)

pxrxk;ns “ Pr
“

xrns “ xk

‰

(6.2ב).

:(6.3 (הגדרה תוחלת

זמן של כפונקציה תוחלת

Erxptqs “

ż 8

´8

xfxpx; tqdx “ µxptq(6.3א)

E
”

xrns

ı

“
ÿ

k

xkpxrxk;ns “ µxrns(6.3ב)

בנקודת אקראי ניסוי של תוצאה של האפשרויות כל של מיצע היא התוחלת משמעות
נתונה. זמן

:(6.4 (הגדרה שונות

זמן של כפונקציה שונות

Var
“

xptq
‰

“ E
”

x2ptq
ı

´ E2
“

xptq
‰

“ σ2
xptq(6.4א)

Var
“

xrns
‰

“ E
”

x2rns

ı

´ E2
“

xrns
‰

“ σ2
xrns(6.4ב)
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t

x(t)

t1 t2 t3

x(t1) x(t2)

?

?xpt2q לבין xpt1q בין סטטיסטי קשר מאפיינים איך :6.1 איור

ערכים זוג 6.3

אקראי. אות של בזמן הדגימות זוג בין קשר ולאפיין להגדיר מטרה:

אקראיים. משתנים זוג זה אקראי תהליך של ערכים זוג :(6.4 (תכונה ערכים זוג

.CDF-ו PDF ע"י היתר בין הדגימות, זוג של המשותפת ההתפלגות את את התפלגות
משותפת

להגדיר ניתן

:(6.5 (הגדרה CDF

רציף/בדיד בזמן לתהליכים זהה ההגדרה

Fxpx1, x2; t1, t2q “ Pr
`

xpt1q ď x1,xpt2q ď x2

˘

(6.5א)

Fxpx1, x2;n1, n2q “ Pr
`

xrn1s ď x1,xrn2s ď x2

˘

(6.5ב)

:(6.6 (הגדרה PDF

בודד ערך של למקרה בדומה

fxpx1, x2; t1, t2q “
B2

Bx1Bx2

Fxpx1, x2; t1, t2q(6.6א)

pxrx1, x2;n1, n2s “ Pr
”

xrn1s “ x1,xrn2s “ x2

ı

(6.6ב).

מכך כתוצאה כאשר דגימות, n-ל ההגדרה את להרחיב ניתן הכלליות הגבלת בלי כמובן,
n-מימדית, התפלגות מתקבלת

Fxpx1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tnq “ Pr
`

xpt1q ď x1,xpt2q ď x2, . . . ,xptnq ď xn

˘

.

לסמן אם משתנים. זוג בין הקשר של כהרחבה לראות ניתן ערכים זוג של תכונות

X “ xpt1q

Y “ xpt2q,

כגון מיוחדים, מאפייניהם לרבות ,ErXY s ,CovrX,Y s , ρXY של המקבילות את להגדיר ניתן
.t1 “ t2 של מצב
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Auto-correlation 6.3.1

:(6.7 (הגדרה (auto-correlation) אוטו-קורלציה

ע"י הדגימות בין קשר להגדיר ניתן

Rxpt1, t2q “ E
“

xpt1qxpt2q
‰

(6.7א)

“

8
ĳ

´8

fx ps, v; t1, t2q s v ds dv

Rxrn1, n2s “ E
“

xrn1sxrn2s
‰

(6.7ב)

לבין xrn2s של לזה זהה xrn2s לבין xrn1s בין הקשר :(6.5 (תכונה בזמן סימטריה
.xrn1s

Rxpt1, t2q “ Rxpt2, t1q(6.8א)

Rxrn1, n2s “ Rxrn2, n1s(6.8ב)

(n1 “ n2 “ n (או t1 “ t2 “ t עבור :(6.6 (תכונה זהים זמנים

Rxpt, tq “ E
”

x2ptq
ı

(6.9א)

Rxrn, ns “ E
”

x2rns

ı

(6.9ב)

:(6.8 (הגדרה אורטוגונליים

מתקיים אורטוגונליים xpt1q,xpt2q עבור

Rxpt1, t2q “ 0 t1 ‰ t2(6.10א)

Rxrn1, n2s “ 0 n1 ‰ n2.(6.10ב)

:(6.9 (הגדרה תלויים בלתי

מתקיים תלויים בלתי xpt1q,xpt2q עבור

Rxpt1, t2q “ Erxpt1qsErxpt2qs(6.11א)

Rxrn1, n2s “ E
“

xrn1s
‰

E
“

xrn2s
‰

(6.11ב)

תלויים בלתי תהליכים עבור שגם נפוצה לב,טעות לשים חשוב

Rxpt1, t1q “ Erx2pt1qs ‰ Erxpt1qsErxpt1qs “ E2rxpt1qs
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Auto-covariance 6.3.2

:(6.10 (הגדרה (auto-covariance) משותפת שונות

.3.3.1 בהגדרה משותפת שונות של להגדרה בהמשך

Cxpt1, t2q “ E
”

␣

xpt1q ´ Erxpt1qs
( ␣

xpt2q ´ Erxpt2qs
(

ı

(6.12א)

“ E
“

xpt1qxpt2q
‰

´ E
“

xpt1q
‰

E
“

xpt2q
‰

Cxrn1, n2s “ E
”

␣

xrn1s ´ Erxrn1ss
( ␣

xrn2s ´ Erxrn2ss
(

ı

(6.12ב)

“ E
“

xrn1sxrn2s
‰

´ E
“

xrn1s
‰

E
“

xrn2s
‰

אוטו-קורלציה של סוג היא משותפת שונות :(6.7 (תכונה לאוטו-קורלציה קשר
מנורמלת

Cxpt1, t2q “ Rxpt1, t2q ´ Erxpt1qsErxpt2qs(6.13א)

Cxrn1, n2s “ Rxrn1, n2s ´ E
“

xrn1s
‰

E
“

xrn2s
‰

(6.13ב)

לבין xrn2s של לזה זהה xrn2s לבין xrn1s בין הקשר :(6.8 (תכונה בזמן סימטריה
.xrn1s

Cxpt1, t2q “ Cxpt2, t1q(6.14א)

Cxrn1, n2s “ Cxrn2, n1s(6.14ב)

של משותפת שונות (n1 “ n2 “ n (או t1 “ t2 “ t עבור :(6.9 (תכונה זהים זמנים
רגילה שונות היא בזמן הדגימה אותה

Cxpt, tq “ Var
“

xptq
‰

(6.15א)

Cxrn, ns “ Var
“

xrns
‰

(6.15ב)

זוג בין קורלציה מקדם להגדיר ניתן :(6.10 (תכונה הדגימות בין קורלציה מקדם
הדגימות

ρxpt1, t2q “
Cxpt1, t2q

a

Cxpt1, t1qCxpt2, t2q
“

Cxpt1, t2q
b

Var
“

xpt1q
‰

Var
“

xpt2q
‰

(6.16א)

ρxrn1, n2s “
Cxrn1, n2s

a

Cxrn1, n1sCxrn2, n2s
“

Cxpt1, t2q
b

Var
“

xrn1s
‰

Var
“

xrn2s
‰

(6.16ב)

.|ρx| ď 1 מתקיים כמובן,
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:(6.11 (הגדרה קורלציה חסרי

מתקיים קורלציה חסרי xpt1q,xpt2q עבור

Cxpt1, t2q “ 0 t1 ‰ t2(6.17א)

Cxrn1, n2s “ 0 n1 ‰ n2(6.17ב)

:(6.12 (הגדרה 0 תוחלת בעלי

מתקיים E
“

xpt2q
‰

“ 0 או E
“

xpt1q
‰

“ 0 של במקרה

Cxpt1, t2q “ Rxpt1, t2q(6.18א)

Cxrn1, n2s “ Rxrn1, n2s(6.18ב)

דוגמאות 6.3.3

כאשר ,xptq “ A cosp2πtq אות נתון קבועה: אקראית אמפליטודה עם מתנד :6.1 דוגמה
לחשב: נדרש ידועים. E rAs , E

“

A2
‰

להניח ניתן אקראי. משתנה הוא A

E
“

xptq
‰

,Var
“

xptq
‰

, Rxpt1, t2q, Cxpt1, t2q, ρxpt1, t2q.

6.2א. איור גם ראו פתרון:

E
“

xptq
‰

“ ErAs cosp2πtq

Var
“

xptq
‰

“ E
”

x2ptq
ı

´ E2
“

xptq
‰

“ ErA2s cos2p2πtq ´ E2rAs cos2p2πtq

“

´

ErA2s ´ E2rAs

¯

cos2p2πtq “ VarrAs cos2p2πtq

Rxpt1, t2q “ E
“

xpt1qxpt2q
‰

“ E
“

A cosp2πt1qA cosp2πt2q
‰

“ ErA2s cosp2πt1q cosp2πt2q

Cxpt1, t2q “ Rxpt1, t2q ´ Erxpt1qsErxpt2qs

“ ErA2s cosp2πt1q cosp2πt2q ´ ErAs cosp2πt1qErAs cosp2πt2q

“

´

ErA2s ´ E2rAs

¯

cosp2πt1q cosp2πt2q

“ VarrAs cosp2πt1q cosp2πt2q

Cxpt, tq “ Var
“

xptq
‰
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ρxpt1, t2q “
Cxpt1, t2q

a

Cxpt1, t1qCxpt2, t2q
“

VarrAs cosp2πt1q cosp2πt2q
a

VarrAs cos2p2πt1qVarrAs cos2p2πt2q

“ sgn
“

cosp2πt1q cosp2πt2q
‰

“ ˘1

דבר שום לחזות ניתן לא מאידך, .cosp2πtiq Q 0 עבור אפשרי הינו מושלם לינארי חיזוי
.xptq “ 0 ערך מתוך מועיל

xk(t) = cos(2:t + 3k); 3 9 U [0; 2:]

t

E[x(t)] 9= 0

6.1 דוגמה (ב)

-2

0

2

xk(t) = Ak cos(2:t); A 9 U [1; 3]

t

-2

0

2

E[x(t)] = E[A] cos(2:t)

6.2 דוגמה (א)

.6.2 ,6.1 דוגמאות עבור איורים :6.2 איור

,xptq “ cosp2πt ` θq אות נתון קבועה: אקראית (פאזה) מופע עם מתנד :6.2 דוגמה
חשב: .θ „ U r´π, πs כאשר

E
“

xptq
‰

,Var
“

xptq
‰

, Rxpt1, t2q, Cxpt1, t2q, ρxpt1, t2q.

פאזה, של האפשרויות בכל שמדובר בגלל מתאפסת התוחלת 6.2ב. איור גם ראו פתרון:
מנוגדות. פאזות לרבות

E
“

xptq
‰

“ E
“

cosp2πt ` θq
‰

“

ż π

´π

cosp2πt ` θqfθpθqdθ

“

ż π

´π

cosp2πt ` θq
1

2π
dθ “

1

2π
sinp2πt ` θq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

π

´π

“ 0

Rxpt1, t2q “ E
“

xpt1qxpt2q
‰

“ E
“

cosp2πt1 ` θq cosp2πt2 ` θq
‰

Ð cospαq cospβq“ 1
2
cospα`βq` 1

2
cospα´βq

“
1

2
E
”

cos
`

2π rt1 ´ t2s
˘

ı

`
1

2
E
”

cos
`

2π rt1 ` t2s ` 2θ
˘

ı

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

“0
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“
1

2
cos

`

2π rt1 ´ t2s
˘

“ Cxpt1, t2q

Var
“

xptq
‰

“ Cxpt, tq “
1

2

ρxpt1, t2q “
Cxpt1, t2q

a

Cxpt1, t1qCxpt2, t2q

“ cos
`

2π rt1 ´ t2s
˘

Random Walkמהצורה אות נתון :(random walk) אקראי הילך בשם אקראי תהליך :6.3 דוגמה

xrns “

n
ÿ

i“1

wris,

תלויים. בלתי wrms,wrks מחדש, הגרלה נערכת n כל ועבור wrns „ A כאשר
חשב:

E
“

xrns
‰

,Var
“

xrns
‰

(א)

?n הדגימה של התפלגות מהי (ב)

.Rxrn,ms לחשב יש ErAs “ 0 של בהנחה (ג)

פתרון:

(6.19)

E
“

xrns
‰

“ E

«

n
ÿ

i“1

wris

ff

“

n
ÿ

i“1

E
“

wris
‰

“ nE rAs

(6.20)

Var
“

xrns
‰

“ Var

«

n
ÿ

i“1

wris

ff

“

n
ÿ

i“1

Var
“

wris
‰

“ nVarrAs

מתקיים המרכזי גבול למשפט בהתאם גדול מספיק n עבור

(6.21) xrns „ N
`

nE rAs , nVarrAs
˘
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(6.22)

Rxrn,ms “ E

»

–

n
ÿ

i“1

wris
m
ÿ

j“1

wrjs

fi

fl

“

n
ÿ

i“1

m
ÿ

j“1

E
“

wriswrjs
‰

loooooomoooooon

$

’

’

&

’

’

%

E2rAs “ 0 i ‰ j

ErA2s i “ j

“ minpn,mqErA2s

בקוד: nדוגמה = 50; % number of variables
N = 1e6; % number of experiments
X = (randi(2,[n N])-1.5)*2;
% X = exprnd(1, n, N); % experiment results
Y = sum(X,1);
histogram(Y,'Normalization','pdf')
title(['Mean = ' num2str(mean(Y)) ', Var = ' num2str(var(Y))])

סטציואנריים תהליכים 6.4

חשמל. הנדסת בתחום אותות למגוון כמודל המשמש אקראיים תהליכים של תת-סיווג מטרה:
בזמן. משתנות לא שלהן הסטטיסיטיות שתכונות באותות מדובר

ע"י, נתון xrn1s מתוך xrn2s של לינארי חיזוי הקדמה

(6.23) x̂rn2s “ E
“

xrn2s
‰

`
Cxrn1, n2s

Cxrn1, n1s

´

xrn1s ´ E
“

xrn1s
‰

¯

להלן. בזמן אי-תלות של מסויים למצב פרט מעשי, לא הזה החישוב

הקדמה 6.4.1

.(6.2 (תכונה אקראי משתנה הינו נתון בזמן אקראי אות של ערך כל הידועה, כפי

התכונות כל כאשר ,(6.2 (פרק בודד ערך עבור המתקבלות לתכונות נחוזר בודד ערך
.xpt ` cq בזמן שרירותית הזזה עבור בזמן, קבועות הן xptq של הסטטיסטיות

מתקבל: לדוגמה,

Fxpx; tq “ Fxpx; t ` cq “ Fxpxq(6.24א)

fxpx; tq “ fxpx; t ` cq “ fxpxq(6.24ב)
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התכונות כל כאשר ,(6.3 (פרק בודד ערך עבור המתקבלות לתכונות נחוזר ערכים זוג
t זמני כל עבור ,xpt ` cq בזמן שרירותית הזזה עבור קבועות הן xptq של הסטטיסטיות

אפשריים.
מתקבל: לדוגמה,

Fxpx1, x2; t1, t2q “ Fxpx1, x2; t1 ` c, t2 ` cq(6.25א)

fxpx1, x2; t1, t2q “ fxpx1, x2; t1 ` c, t2 ` cq.(6.25ב)

ולרשום c “ ´t2 או c “ ´t1 לבחור ניתן הכלליות, הגבלת בלי

Fxpx1, x2; t1, t2q “ Fxpx1, x2; τq(6.26א)

fxpx1, x2; t1, t2q “ fxpx1, x2; τq,(6.26ב)

כאשר
(6.27) τ “ t2 ´ t1.

.6.3 באיור מופיע זה מצב

t

x(t)

τ = t3 − t2

t1 t2 t3

τ = t2 − t1

.WSS בתהליכי xpt3q לבין xpt2q בין לזה זהה xpt2q לבין xpt1q בין הקשר :6.3 איור

סטציאונריות 6.4.2

:(6.13 (הגדרה הרחב במובן סטציואנרי תהליך

,(6.24) משוואות מתקיימות אם ורק אם הרחב במובן סטציואנריים נקראים התהליכים,
.wide sense stationary של תיבות ראשי ,WSS הוא אלו לתהליכים המקובל סימון .(6.25)

.xpt`τq לעומת xptq של סטטיסטיות תכונות משנה לא במזמן שהזזה היא, ההגדרה משמעות

:(6.14 (הגדרה צר במובן סטציאונרי תהליך

כל עבור בזמן, קבוע דגימות n של משותפת n-מימדית התפלגות עבורם תהליכים,
מתקיים @n, n ą 2 ועבור ,ti הזמנים של אפשריים ערכים

Fxpx1, x2, . . . , xn; t1, t2, . . . , tnq “ Fxpx1, x2, . . . , xn; t1 ` τ, t2 ` τ, . . . , tn ` τq

(6.28)
,SSS הוא אלו לתהליכים המקובל סימון צר. במובן סטציאונריים תהליכים נקראים

.strict sense stationary של תיבות ראשי



סטציואנריים85 תהליכים 6.4

בהרחבה צורך ללא בלבד, WSS בתכונת להסתפק ניתן פרקטיים שימושים הרבה בשביל
.n “ 2 עבור ,WSS-ה בהגדרת נסתפק לרוב .SSS-ל

אם ורק אם האם בדיקה
?!WSS

(WSS) סטציאונארי הוא התהליך :(6.11 (תכונה סטציאונריות הוכחת
הבאים: הקשרים את להוכיח יש בפועל, .(6.25) ,(6.24) המשוואות בו-זמנית מתקיימות

.(6.4.2 (תכונה בזמן בלתי-תלויה תוחלת �

.(6.4.2 (תכונה בלבד זמנים בהפרש תלויה אוטו-קורלציה �

בזמן תלויה בלתי תוחלת :(6.12 (תכונה תוחלת

Erxptqs “ Erxp0qs “ µx “ const(6.29א)

Erxrnss “ Erxr0ss “ µx “ const(6.29ב)

בלבד זמנים בהפרש תלויה אוטו-קורלציה :(6.13 (תכונה אוטו-קורלציה

Rxpt, t ` τq “ Erxptqxpt ` τqs “ Rxpτq(6.30א)

Rxrn, n ` ks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“ Rxrks(6.30ב)

.τ “ |t2 ´ t1| ל- הורחב τ “ t2 ´ t1 הקשר להלן), 6.4.3 (תכונה סימטריה בגלל כאשר
היא לרישום נוספת דרך

Rxpt1, t2q “ Rxpτ “ |t2 ´ t1|q, @t1, t2(6.31א)

Rxrn1, n2s “ Rxpk “ |n2 ´ n1|q, @n1, n2,(6.31ב)

.WSS הוא 6.2 בדוגמא האות :6.4 דוגמה

גאוסי. אקראי משתנה הוא A „ Np0, 1q כאשר ,xrns “ A אקראית, DC רמת :6.5 דוגמה
?WSS בתהליך מדובר האם

פתרון:

E
“

xrns
‰

“ ErAs “ 0

Rxrn, n ` ks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“ E
”

A2
ı

“ Rxrks “ 1

בזמן. תלויים בלתי המתקבלים הערכים שתי

WSS תהליכי תכונות 6.4.3

.WSS תהליכי של העיקריות תוכנות להלן
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:(6.14 (תכונה בזמן סימטריה

Rxp´τq “Rxpτq Rxr´ks “Rxrks(6.32א)

Cxp´τq “Cxpτq Cxr´ks “Cxrks(6.32ב)

הוכחה.

(6.33)

Rxp´τq “ E
“

xptqxpt ´ τq
‰

“ E
“

xpt ´ τqxptq
‰

Ð t “ t ` τ

“ E
“

xptqxpt ` τq
‰

מתכונה המתבקשת התוצאה :(6.15 (תכונה לאוטו-קורלציה משותפת שונות בין קשר
היא הוקדמת

Cxpτq “ Rxpτq ´ µ2
x(6.34א)

Cxrks “ Rxrks ´ µ2
x(6.34ב)

:(6.15 (הגדרה ממוצע הספק

ע"יהספק נתון סטציאונרי אקראי אות של ממוצע הספק

Px “ Rxp0q “E
”

xptq2
ı

“ E
”

xp0q2
ı

(6.35א)

Px “ Rxr0s “E
”

xrns2
ı

“ E
”

xr0s2
ı

(6.35ב)

מסויימת זמן בנקודת משותפת לשונות שונות בין קשר :(6.16 (תכונה שונות

Var
“

xptq
‰

“ Cxpt, tq “ Cxp0q “ σ2
x(6.36א)

Var
“

xrns
‰

“ Cxrn, ns “ Cxr0s “ σ2
x(6.36ב)

τ זמנים בהפרש קורלציה מקדם :(6.17 (תכונה קורלציה מקדם

ρxpτq “
Cxpτq

Cxp0q
(6.37א)

ρxrks “
Cxrks

Cxr0s
(6.37ב)

:(6.18 (תכונה מקסימלי ערך

Rxp0q ě
ˇ

ˇRxpτq
ˇ

(6.38א)ˇ

Rxr0s ě
ˇ

ˇRxrks
ˇ

(6.38ב)ˇ
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,(6.6 בדוגמה (כגון בלבד בזמן אינסופיים מחזוריים אותות עבור הוא ě סימן הערה:
.ą בסימן מדובר אחרת

הוכחה.

(6.39)

0 ď E
”

`

Rxptq ˘ Rxpt ` τq
˘2
ı

“ E
”

R2
xptq

ı

˘ 2E
“

RxptqRxpt ` τq
‰

` E
”

R2
xpt ` τq

ı

“ 2Rxp0q ˘ 2Rxpτq ě 0

מתקיים בזמן סופיים ו/או מחזוריים לא אותות עבור מזאת, יתרה

lim
τÑ8

Rxpτq, ρxpτq Ñ 0

lim
τÑ8

Cxpτq Ñ µx

:(6.16 (הגדרה אורטוגונליים

מתקיים אורטוגונליים xpt1q,xpt2q עבור

(6.40) Rxpτq “ Pxδpτq Rxrks “ Pxδrks “

$

&

%

Px k “ 0

0 k ‰ 0

:(6.17 (הגדרה קורלציה חסרי

מתקיים קורלציה חסרי xpt1q,xpt2q עבור

(6.41) Cxpτq “ σ2
xδpτq Cxrks “ σ2

xδrks “

$

&

%

σ2
x k “ 0

0 k ‰ 0

אקראי משתנה A-ו θ „ U r´π, πs כאשר ,xptq “ A cosp2πt ` θq אות נתון :6.6 דוגמה
.θ-ב תלוי בלתי

.6.2 דוגמה גם ראה פתרון:

E
“

xptq
‰

“ E
“

A cosp2πt ` θq
‰

“ E rAsE
“

cosp2πt ` θq
‰

“ E rAs

ż 8

´8

cosp2πt ` θqfθpθqdθ

“ E rAs

ż π

´π

cosp2πt ` θq
1

2π
dθ “ 0

Rxpt, t ` τq “ E
“

xptqxpt ` τq
‰

Ó cospαq cospβq“ 1
2
cospα´βq` 1

2
cospα`βq
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“ E
”

A cosp2πt ` θqA cos
`

2πpt ` τq ` θ
˘

ı

“
1

2
E
”

A2
ı

ˆ

E
“

cosp2πτq
‰

` E
”

cos
`

2πp2t ` τq ` 2θ
˘

ı

˙

“
1

2
E
”

A2
ı

cosp2πτq “ Rxpτq

.6.1 בתרגיל מופיע Rxpt1, t2q “ Rxpτq לפי החישוב

גאוסי לבן רעש 6.4.4

:(6.18 (הגדרה גאוסי לבן רעש

תלויים) (ובלתי קורלציה חסרי xrns,xrms כאשר ,xrns „ Np0, σ2q אקראי תהליך
גאוסי. לבן רעש נקרא

:(6.19 (תכונה גאוסי לבן רעש תכונות

E
“

xrns
‰

“ 0(6.42)

Var
“

xrns
‰

“ σ2(6.43)

Rxrn1, n2s “ σ2δrn1 ´ n2s “

$

&

%

0 n1 ‰ n2

σ2 n1 “ n2

(6.44)

“ Cxrn1, n2s “ Cxrks(6.45)

קורלציה. וחסרי תלויות בלתי דגימות כל

בהתאם. ותכונות הגדרה רציף, בזמן לבן לרעש

אקראי תהליך נתון :6.7 דוגמה

(6.46) xrns “
1

2
wrns `

1

2
wrn ´ 1s,

,xrns “ hrns ˚ wrns התרגיל: לרישום נוספת דרך גאוסי. לבן רעש הוא wrns כאשר
.hrns “

␣

1
2
, 1
2

(

כאשר

?WSS הוא xrns האם �

.ρxrks לחשב יש �

הדרכים: בשני הוא להלן הפתרון פתרון:

Rxrn, n ` ks “ Rxrks(6.47)

Rxrn1, n2s “ Rxpk “ |n2 ´ n1|q(6.48)
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זהה. תהיה התוצאה כמובן,

E
“

xrns
‰

“
1

2
E
“

wrns
‰

` E

„

1

2
wrn ´ 1s

ȷ

“ 0

Cxrn1, n2s “ Rxrn1, n2s “ E
“

xrn1sxrn2s
‰

“ E

«

1

2

ˆ

1

2
wrn1s `

1

2
wrn1 ´ 1s

˙

¨

ˆ

1

2
wrn2s `

1

2
wrn2 ´ 1s

˙

ff

“
1

4

´

E
“

wrn1swrn2s
‰

` E
“

wrn1swrn2 ´ 1s
‰

` E
“

wrn1 ´ 1swrn2s
‰

looooooooooomooooooooooon

Rwrn1´1,n2s“σ2δrn1´n2´1s

`E
“

wrn1 ´ 1swrn2 ´ 1s
‰

¯

“
1

4
pRwrn1, n2s ` Rwrn1, n2 ´ 1s ` Rwrn1 ´ 1, n2s ` Rwrn1 ´ 1, n2 ´ 1s

loooooooooomoooooooooon

Rwrn1,n2s

q

“
σ2

2
δrn1 ´ n2s `

σ2

4
δrn1 ´ n2 ´ 1s `

σ2

4
δrn1 ´ n2 ` 1s

Cxrn, n ` ks “ Rxrn, n ` ks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“
1

4
E
”

`

wrns ` wrn ´ 1s
˘ `

wrn ` ks ` wrn ` k ´ 1s
˘

ı

“
1

4

´

E
“

wrnswrn ` ks
‰

` E
“

wrnswrn ` k ´ 1s
‰

`E
“

wrn ´ 1swrn ` ks
‰

looooooooooooomooooooooooooon

σ2δrk`1s

`E
“

wrn ´ 1swrn ` k ´ 1s
‰

¯

“
1

4
pRwrn, n ` ks ` Rwrn, n ` k ´ 1s ` Rwrn ´ 1, n ` ks ` Rwrn ´ 1, n ` k ´ 1s

loooooooooooomoooooooooooon

Rwrks

q

“
σ2

2
δrks `

σ2

4
δrk ´ 1s `

σ2

4
δrk ` 1s “

␣σ2

4
,
σ2

2
Ò

,
σ2

4

(

“ Cxrks “ Rxrks

ρxrks “
Cxrks

Cxr0s
“ δrks `

1

2
δrk ´ 1s `

1

2
δrk ` 1s “

␣

1{2, 1
Ò
, 1{2

(

“

$

’

’

&

’

’

%

1 k “ 0
1
2

k “ ˘1

0 אחרת
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Rxrks, Cxrks עבור matlab-ב Nסימולציה = 1e5; % Signal length
sigma = 2; % Noise std
w = sigma*randn(1,N); % Noise realization
y = filter([1/2 1/2],1,w); % Filtered noise
[c, lg] = xcorr(y,5,'biased'); % Auto-covariance C_x[k], for |k| <= 5
stem(lg,c)

ספקטראלית הספק צפיפות 6.5

סטציאונריים אותות של בתדר אפיון מטרה:

פוריה התמרות 6.5.1

:(6.19 (הגדרה רציף בזמן פוריה התמרת

תזכורת
פוריה להתמרת
רגילה

ע''י נתונה רציף בזמן xptq אות של פוריה התמרת

(6.49) XpF q “ F
␣

xptq
(

“

ż 8

´8

xptqe´j2πFtdt,

.rHzs ביחידות ''אנלוגי'' תדר הוא F כאשר

:(6.20 (הגדרה בדיד בזמן פוריה התמרת

ע"י נתונה (DTFT) בדיד בזמן פוריה התמרת

(6.50) Xpfq “

8
ÿ

n“´8

xrnse´j2πfn,

מנורמל. תדר הוא f כאשר

נוספת הגדרה
המופיע
בספרות

נפוצה, נוספת הגדרה קיימת

XpjΩq “ F
␣

xptq
(

“

ż 8

´8

xptqe´jΩtdt,

DTFT של המשלימה ההגדרה .
“

rad{sec
‰

ביחידות ''אנלוגית'' זוויתית תדרות הוא Ω כאשר
היא

X
´

ejω
¯

“

8
ÿ

n“´8

xrnse´jω,

.rrads ביחידות זוויתית תדרות הוא ω כאשר



ספקטראלית91 הספק צפיפות 6.5

הגדרה 6.5.2

ספקטרום של להגדרה בה להיעזר ניתן דטרמיניסטית, היא Rxpτq, Rxrks ופונקציית מאחר
אקראי. תהליך של

:(6.21 (הגדרה ספקטראלי הספק צפיפות

אוטו- פונ' של פוריה התמרת ע"י מוגדרת התהליך של PSDספקטראלית הספק צפיפות
קורלציה.

SxpF q “ F
!

Rxpτq

)

(6.51א)

Sxpfq “ DTFT
␣

Rxrks
(

(6.51ב)

ההפוך. הקשר גם מתקיים כמובן,
,power spectral density של תיבות ראשי ,PSD הוא אלו לתהליכים המקובל סימון

.Wiener–Khinchin–Einstein משפט נקרא גם להלן הקשר .
V 2

Hz
או

W

Hz
ביחידות

וממשית, חיובית היא הספק צפיפות כצפוי, :(6.20 (תכונה PSD תכונות

SxpF q “ Sxp´F q(6.52א)

SxpF q ě 0, @F(6.52ב)

SxpF q P R(6.52ג)

Sxpfq “ Sxp´fq(6.52ד)

Sxpfq ě 0, @f(6.52ה)

Sxpfq P R(6.52ו)

Sxpfq “ Sxpf ` 1q(6.52ז)

(6.52א): משוואה של הוכחה הוכחה.

SxpF q “ F
␣

Rxpτq
(

“

ż 8

´8

Rxpτqe´j2πFtdt

“

ż 8

´8

Rxpτq cosp2πFtqdt ´ j
������������ż 8

´8

Rxpτq sinp2πFtqdt

“

ż 8

´8

Rxpτq cosp2πFtqdt

זוגי. אי sin-ו זוגית פונקציה Rxpτq ו- מאחר מתאפס השני האינטרגל
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:(6.22 (הגדרה (6.4.3 הגדרה של (הרחבה ממוצע הספק

ע"י מוגדר האות של ממוצע הספק

Px “ E
”

x2ptq
ı

“ Rxp0q “

ż 8

´8

SxpF qdF(6.53א)

Px “ E
”

x2rns

ı

“ Rxr0s “

ż 1
2

´ 1
2

Sxpfqdf(6.53ב)

להגדרה, בהתאם הוכחה.

Rxpτq “ F ´1
␣

SxpF q
(

“

ż 8

´8

SxpF qej2πFτdF

Rxp0q “

ż 8

´8

SxpF qej2πF pτ“0qdF “

ż 8

´8

SxpF qdF

מהצורה DSB מאופנן אות נתון :6.8 דוגמה

zptq “ xptq sinp2πF0t ` θq,

.θ-ב תלוי ובלתי ידועה, Rxpτq עם (WSS) סטציונארי הוא xptq ,θ „ U r´π, πs כאשר
.SzpF q, Pz וחשב WSS הוא zptq-ש הוכח,

פתרון:

E
“

zptq
‰

“ E
“

xptq
‰

E
“

sinp2πF0t ` θq
‰

“ 0

Rzpt, t ` τq “ E
“

zptqzpt ` τq
‰

sinpαq sinpβq “
1

2
cospα ´ βq ´

1

2
cospα ` βq

“ E
”

xptq sinp2πF0t ` θqxpt ` τq sin
`

2πF0pt ` τq ` θ
˘

ı

Ð (3.23)

“ E
“

xptqxpt ` τq
‰

E
”

sinp2πF0t ` θq ¨ sin
`

2πF0pt ` τq ` θ
˘

ı

“ RxpτqE

„

1

2
cosp2πF0τq ´

1

2(((((((((((((
cos

`

2πF0 r2t ` τ s ` 2θ
˘

ȷ

“
1

2
Rxpτq cosp2πF0τq

Pz “ Rzp0q “
Rxp0q

2
“

Px

2
“

ż 8

´8

SzpF qdF

SzpF q “
1

2
F

$

&

%

Rxpτq

˜

ej2πF0τ

2
`

e´j2πF0τ

2

¸

,

.

-

“
1

4

“

SxpF ` F0q ` SxpF ´ F0q
‰
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כאשר ,xrns “ 1
2
wrns ` 1

2
wrn´ 1s אקראי תהליך נתון (6.7 דוגמה גם (ראה :6.9 דוגמה

.Sxpfq, Px חשב גאוסי. לבן רעש הוא wrns

6.7 לדוגמה בהמשך פתרון:

Rxrks “
σ2

2
δrks `

σ2

4
δrk ´ 1s `

σ2

4
δrk ` 1s

Sxpfq “ DTFT
␣

Rxrks
(

“
σ2

4
DTFT

"

1, 2
Ò
, 1

*

“
σ2

4

´

ej2πf ` 2 ` e´j2πf
¯

“
σ2

4

˜

2 ` 2
ej2πf ` e´j2πf

2

¸

“
σ2

2

`

1 ` cosp2πfq
˘

Ð וחיובי ממשי Sxpfq

Px “ Rxr0s “

ż 1
2

´ 1
2

Sypfqdf “

ż 1

0

Sypfqdf “ 2

ż 1
2

0

Sypfqdf

“ σ2

ż 1
2

0

“

1 ` cosp2πfq
‰

df Ð

ż

“

1 ` cosp2πxq
‰

dx “ x `
sinp2πxq

2π

“
σ2

2

גאוסי לבן רעש 6.5.3

:(6.23 (הגדרה לבן רעש

מתקיים עבורו ,WSS אקראי תהליך

E
“

nptq
‰

“ (6.54א)0

Rnpτq “ σ2δpτq(6.54ב)

E
“

nrns
‰

“ (6.55א)0

Rnrks “ σ2δrks(6.55ב)

הוא PSD-ה

SnpF q “ σ2 @F(6.56א)

Snpfq “ σ2 ´
1

2
ă f ă

1

2
(6.56ב)

לבן. רעש של פרטי מקרה הוא גאוסי לבן רעש

:(6.24 (הגדרה גאוסי לבן רעש

גאוסית, התפלגות בעל לבן רעש של פרטי מקרה
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לסמן נהוג .nptq „ Np0, σ2q

(6.57)
N0

2
“ σ2,

שמתקבל כך

(6.58) Rnpτq “
N0

2
δpτq

F
ðñ SnpF q “

N0

2
@F

.white Gaussian noise של תיבות ראשי ,WGN הוא זה לתהליך המקובל סימון

קורלציה חסרי לבן רעש של הדגימות

(6.59) Rnpt1, t2q “ 0 @t1 ‰ t2 Rnrn1, n2s “ 0 @n1 ‰ n2

בלתי גם הן WGN של דגימות תלויים, בלתי הם קורלציה חסרי גאוסיים ומשתנים היות
תלויות.

טרמי רעש הוא כזה לרעש מעשית דוגמה אינסופי. הספק בעל הוא תאורטי לבן רעש
(אלקטרונים) חשמלי מטען נושאי של אקראית בתנועה שמקורו (Johnson-Nyquist noise)

כאשר ,N0

2
« 1.7 ˆ 10´20R

”

V 2

Hz

ı

היא טרמי הרעש של ספקראלית הספק צפיפות במוליך.

עבור משמעותי להיות ויכול ,1013Hz של לתדרים עד מתקיים זה הרעש הנגד. גודל הוא R

גדול. פס ברוחב אותות

שאלות 6.6

.Rxpt1, t2q “ Rxpτq על בהתבסס 6.6 בדוגמה החישוב על חזור (6.6 (דוגמה 6.1

אקראיים תהליכים זוג נתונים (סטציואנריות) 6.2

xrns “ A

yrns “ p´1qnA,

.1 ושונות 0 תוחלת בעל אקראי משתנה הינו A כאשר

?WSS הינו xrns תהליך האם (א)

?WSS הינו yrns תהליך האם (ב)

Ry rn, n ` ks חשב רמז:

במשותף? WSS הינם xrns,yrns תהליכים האם (ג)

הפסק צפיפות ובעל 0 תוחלת בעלת ,xrns בדיד, אקראי תהליך נתון תהליכים) (תכונות 6.3
חסרי הן התהליך של הדגימות האם .Sxpfq “ 1 ` cosp2πfq מהצורה (PSD) ספקטראלית

קורלציה?

כאשר ,xrns “ wrns ´ µ מהצורה , xrns בדיד, אקראי תהליך נתון (סטציאונריות) 6.4
אוטו-קורלציה, פוקציה מהי ממשי. קבוע זה µ-ו σ2

w ושונות 0 תוחלת עם לבן רעש הינו wrns

סטציאונרי? בתהליך מדובר האם .Rxrn, n ` ks
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מהצורה , xptq אקראי, תהליך נתון אקראיים) תהליכים של ומאפיינים (תכונות 6.5

xptq “ Awptq,

תלויים). בלתי A-ו wptq) Rwpτq “ σ2
wδpτq עם לבן רעש הינו wptq ו- A „ N p0, σ2q כאשר

?SxpF q ספטראלית, הספק צפיפות מהי

יש מהאותות, אחד כל עבור אקראיים. אותות של שונים ניסויים 4 של תוצאות נתונות 6.6
סטציאונרי. באות מדובר האם ולנמק לציין

100 200 300 400 500
n

0

2

4

6

x
1
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]

(a)

100 200 300 400 500
n

-2

0
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x
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]

(b)
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n

-5

0

5

x
3
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]

(c)

100 200 300 400 500
n

-5

0

5

x
4
[n

]

(d)

.6.6 שאלה עבור סטציאונרי באות מדובר האם לציין/לנמק יש :6.4 איור

מהצורה ,non-return to zero (NRZ) מסוג בינארי ספרתי אות נתון תקשורת) (אות 6.7

xptq “

8
ÿ

n“´8

angpt ´ nT q

Prpan “ 0q “ Prpan “ 1q “ 1
2

כאשר ,an P 0, 1

.T ברוחב 1 בגובה פולס הינו gptq “

$

&

%

1 0 ď t ă T

0 אחרת
והאות

להלן. באיור מופיעה האות של דוגמא

t

x(t)

T 2T 3T

1

.xptq לאות דוגמא :6.5 איור

לחשב: יש

E
“

xptq
‰

(א)
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Px,Var
“

xptq
‰

ושונות, ממוצע הספק (ב)



7 פרק

תהליכים בין קשר

הדגימות בין לקשר בדומה שונים, תהליכים זוג של הדגימות בין קשר ולאפיין להגדיר מטרה:
תהליך. אותו של

שונים? אותות בין לינארי חיזוי לעשות ניתן האם מתבקשת, שאלה

הפרק תוכן
97 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הגדרות 7.1

99 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . במשותף סטציואנריים תהליכים 7.2

99 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הזמן במישור תכונות 7.2.1

101 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . התדר במישור תכונות 7.2.2

104 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 7.3

הגדרות 7.1

.(7.1 (איור xpt2q לבין xpt1q בין לינארי קשר לאפיין מטרה:

t
x(t)

t1 t2

y(t1)

x(t2)

? y(t)

?xpt2q לבין ypt1q בין סטטיסטי קשר מאפיינים איך :7.1 איור

:(7.1 (הגדרה קרוס-קורלציה

xptq,yptq אקראיים תהליכים עבור

Rxypt1, t2q “ E
“

xpt1qypt2q
‰

(7.1א)

Rxyrn1, n2s “ E
“

xrn1syrn2s
‰

(7.1ב)
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:(7.2 (הגדרה Cross-covariance

xptq,yptq אקראיים תהליכים עבור

Cxypt1, t2q “ Rxypt1, t2q ´ E
“

xpt1q
‰

Erypt2qs(7.2א)

Cxyrn1, n2s “ Rxyrn1, n2s ´ E
“

xrn1s
‰

E
“

yrn2s
‰

(7.2ב)

אבחונים

להיות: יכול במשותף) סטציאונריים דווקא (לאו תהליכים בין הקשר

:(7.3 (הגדרה אורטוגונליים

מתקיים אם ורק אם אורטוגונליים xptq,yptq אקראיים תהליכים עבור

Rxypt1, t2q “ 0 @t1, t2(7.3א)

Rxyrn1, n2s “ 0 @n1, n2.(7.3ב)

:(7.4 (הגדרה קורלציה חוסרי

מתקיים קורלציה חוסרי xptq,yptq אקראיים תהליכים עבור

Cxypt1, t2q “ 0 @t1, t2(7.4א)

Cxyrn1, n2s “ 0 @n1, n2(7.4ב)

:(7.5 (הגדרה תלויים בלתי

מתקיים תלויים בלתי xptq,yptq עבור

Rxypt1, t2q “ E
“

xpt1q
‰

E
“

ypt2q
‰

(7.5א)

Rxyrn1, n2s “ E
“

xrn1s
‰

E
“

yrn2s
‰

(7.5ב)

חסרי גם הם תלויים בלתי תהליכים :(7.1 (תכונה לקורלציה אי-תלות בין קשר
דו-כיווני. הוא הקשר שאז משותפת גאוסית התפלגות של למקרה פרט קורלציה,

הוכחה.
(7.6) Cxypt1, t2q “ Rxypt1, t2q ´ E

“

xpt1q
‰

E
“

ypt2q
‰

“ 0
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במשותף סטציואנריים תהליכים 7.2

:(7.6 (הגדרה במשותף סטציואנריים תהליכים

אם ורק אם ,xptq,yptq תהליכים בין (joint-WSS) משותפת סטציואנריות להגדיר ניתן
להלן: התנאים כל מתקיימים

(WSS) סטציאונרי xptq �

(WSS) סטציאונרי yptq �

בלבד, הזמנים בהפרש תלוי האותות בין הקשר �

Rxypτq “ E
“

xptqypt ` τq
‰

(7.7א)

Rxyrks “ E
“

xrnsyrn ` ks
‰

(7.7ב).

וכד'. תלות אי או קורלציה, חוסר לבין סטציאונריות של הגדרות בין קשר אין

הזמן במישור תכונות 7.2.1

,(6.4.3 (תכונה WSS אותות עבור מסימטריה בשונה :(7.2 (תכונה סימטריה

Rxypτq “ Ryxp´τq Rxyrks “ Ryxr´ks(7.8א)

Rxyp´τq “ Ryxpτq Rxyr´ks “ Ryxrks(7.8ב)

הוכחה.

(7.9)

Rxypτq “ Erxptqypt ` τqs

“ Erxpt ´ τqyptqs “ Eryptqxpt ´ τqs

“ Ryxpt, t ´ τq “ Ryxp´τq

ש- בגלל חשוב הדבר .τ “ t2 ´ t1 במקום τ “ t1 ´ t2 בהגדרה שמשתמשים ספרים, ישנם
.Rxypt2 ´ t1q ‰ Rxypt1 ´ t2q

!!!τ “ t1 ´ t2 בהגדרה משתמשת Matlab תוכנת

:(7.7 (הגדרה אורטוגונליים

מתקיים אם ורק אם אורטוגונליים xptq,yptq אקראיים תהליכים עבור

(7.10) Rxypτq “ 0 @τ ‰ 0 Rxyrks “ 0 @k ‰ 0.
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:(7.3 (תכונה הספק זהויות

ˇ

ˇRxypτq
ˇ

ˇ ď

b

Rxp0qRyp0q(7.11א)

ˇ

ˇRxypτq
ˇ

ˇ ď
1

2

“

Rxp0q ` Ryp0q
‰

(7.11ב)

בהתאמה. זהות, הן בדיד בזמן התכונות

:(7.4 (תכונה Cross-covariance

(7.12) Cxypτq “ Rxypτq ´ µxµy

:(7.8 (הגדרה קורלציה מקדם

,yptq לבין xptq בין קורלציה מקדם

(7.13) ρxypτq “
Cxypτq

a

Cxp0qCyp0q

אותות, זוג נתון :7.1 דוגמה

xrns “ cospω0n ` ϕ1q

yrns “ cospω0n ` ϕ2q

(דוגמאות WSS הם yrns וגם xrns גם בנוסף, תלויים. ובלתי ϕ1, ϕ2 „ U r´π, πs כאשר
במשותף. WSS תהליכים בזוג שמודבר ולהראות Rxyrks לחשב יש .(6.6 ,6.2

אורטוגונליים, באותות מדובר פתרון:

E
“

xrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

cospω0n ` ϕ1q cos
`

ω0pn ` kq ` ϕ2

˘

ı

Ð (3.23)

“ E
“

cospω0n ` ϕ1q
‰

E
”

cos
`

ω0pn ` kq ` ϕ2

˘

ı

“ 0 “ Rxyrks @k

הנוסחא על מבוסס הפתרון (נוסחא (3.23)). 3.2.2 התכונה על מתבסס הפתרון
מוצלח. פחות הרבה הוא cospαq cospβq

כאשר ,yrns “ xrns ` bxrn ´ 1s אקראי תהליך נתון (6.7 דוגמה גם (ראה :7.2 דוגמה
.E
“

xrns
‰

“ 0 ,Rxrks עם WSS אקראי תהליך הוא xrns

WSS תהליכים בזוג שמודבר ולהראות Rxyrks לחשב יש ?(6.7 (דוגמא WSS הוא yrns האם
במשותף.

פתרון:

E
“

yrns
‰

“ E
“

xrns
‰

` bE
“

xrn ´ 1s
‰

“ 0
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Ryrks “ E
“

yrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

`

xrns ` bxrn ´ 1s
˘ `

xrn ` ks ` bxrn ´ 1 ` ks
˘

ı

“ Rxrks ` bRxrk ` 1s ` bRxrk ´ 1s ` b2Rxrks

Rxyrks “ E
“

xrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

xrns
`

xrn ` ks ` bxrn ´ 1 ` ks
˘

ı

“ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

` bE
“

xrnsxrn ` k ´ 1s
‰

“ Rxrks ` bRxrk ´ 1s

התדר במישור תכונות 7.2.2

:(7.9 (הגדרה Cross-PSD

(7.14) SxypF q “ F
␣

Rxypτq
(

,7.2.1 תכונה על ובהתבסס ,6.5.2 מתכונה בשונה :(7.5 (תכונה PSD של סימטריה

SxypF q “ Syxp´F q “ S˚
xyp´F q(7.15א)

Sxyp´F q “ S˚
xypF q(7.15ב)

SyxpF q “ S˚
xypF q(7.15ג)

:(7.10 (הגדרה coherence

,Y pF q לבין XpF q בין התדר, במישור קורלציה מקדם

(7.16) γxypF q “
SxypF q

a

SxpF qSypF q
,

.
ˇ

ˇγxypF q
ˇ

ˇ ď 1 מתקיים כאשר

התדר. במישור הרעש סינון של האפשרות את להוכיח היא להלן הדוגמה של מטרה מטרה:

אות נתון :7.3 דוגמה

yptq “ xptq ` nptq,

µx, µn, Rxpτq, Rnpτq בעלי תלויים, בלתי ,(WSS) סטציאונריים הם xptq,nptq כאשר
ידועים.

.Cxnpt, t ` τq, Cxypt, t ` τq, Rypt, t ` τq, Cypt, t ` τq לחשב: יש

.SypF q לחשב יש ,µx “ µn “ 0 של בהנחה
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פתרון:

Rxnpτq “ E
“

xptqnpt ` τq
‰

“ E
“

xptq
‰

E
“

npt ` τq
‰

“ µxµn

Cxnpτq “ 0 Ð 7.1 תכונה

Rxypt, t ` τq “ E
“

xptqypt ` τq
‰

“ E
“

xptqxpt ` τq
‰

` E
“

xptqnpt ` τq
‰

“ Rxpτq ` E
“

xptq
‰

E
“

npt ` τq
‰

“ Rxpτq ` µxµn

Cxypt, t ` τq “ Rxypt, t ` τq ´ E
“

xptq
‰

E
“

ypt ` τq
‰

“ Rxypt, t ` τq ´ E
“

xptq
‰

E
”

`

xpt ` τq ` npt ` τq
˘

ı

“ Rxpt, t ` τq ` µxµn
looooooooooomooooooooooon

Rxypt,t`τq

´ErxptqsErxpt ` τqs
looooooooooomooooooooooon

µ2
x

´E
“

xptq
‰

looomooon

µx

E
“

npt ` τq
‰

loooooomoooooon

µn

“ Rxpτq ´ µ2
x

“ Cxpτq

Rypt, t ` τq “ E
“

yptqypt ` τq
‰

“ E
“

xptqxpt ` τq
‰

` E
“

xptq
‰

E
“

npt ` τq
‰

` E
“

nptq
‰

E
“

xpt ` τq
‰

` E
“

nptqnpt ` τq
‰

“ Rxpτq ` Rnpτq ` 2µxµn

Cypt, t ` τq “ Rypτq ´ E
“

yptq
‰

E
“

ypt ` τq
‰

“ Rxpτq ` Rnpτq ` 2µxµn
loooooooooooooomoooooooooooooon

Rypτq

´ pµx ` µnq
2

looooomooooon

E2ryptqs

“ Rxpτq ´ µ2
x ` Rnpτq ´ µ2

n

“ Cxpτq ` Cnpτq

Cypt, t ` τq “ Rxpτq ` Rnpτq Ð µx “ µn “ 0

SypF q “ F
␣

Rypτq
(

“ SxpF q ` SnpF q

דומים. אותות שני בין זמן הפרש לחישוב שיטה להציג היא להלן הדוגמה של מטרה מטרה:

E
“

xptq
‰

“ µx “ 0 הפרש חישוב
בין זמנים
אותות

תוחלת עם (WSS), סטציונארי ,xptq אקראי תהליך נתון :7.4 דוגמה
הקשר נתון ידוע. Rxpτq ובעל

yptq “ xpt ´ t0q.

Cxpτq, Rypτq, Cypτq, SypF q, Rxypt, t ` τq, Cxypτq, Ryxpτq, Cyxpτq, חשב �

Ryxp´τq “ Rxypτq, SxypF q, SyxpF q, γxypF q, ρxypτq

.σ2 שונות עם בדיד, בזמן גאוסי לבן רעש הוא xrns כאשר Rxyrks, ρxyrks חשב �
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פתרון:

Cxpτq “ Rxpτq ´ µ2
x “ Rxpτq

Rypτq “ E
“

yptqypt ` τq
‰

“ E
“

xpt ´ t0qxpt ´ t0 ` τq
‰

“ Rxpτq “ Cypτq

SypF q “ F
␣

Rypτq
(

“ F
␣

Rxpτq
(

“ SxpF q

Rxypt, t ` τq “ E
“

xptqypt ` τq
‰

“ E
“

xptqxpt ` τ ´ t0q
‰

“ Rxpt, t ` τ ´ t0q

“ Rxpτ ´ t0q “ Rxypτq

Cxypτq “ Rxypτq ´ µ2
x “ Rxypτq “ Rxpτ ´ t0q

Ryxpτq “ E
“

yptqxpt ` τq
‰

“ E
“

xpt ´ t0qxpt ` τq
‰

“ Rxpτ ` t0q “ Cyxpτq

Rxyp´τq “ Rxp´τ ´ t0q “ Rxpτ ` t0q “ Ryxpτq

Ryxp´τq “ Rxpt0 ´ τq “ Rxp´pt0 ´ τqq “ Rxpτ ´ t0q “ Rxypτq

SxypF q “ F
␣

Rxpτ ´ t0q
(

“ SxpF qe´j2πFt0

SyxpF q “ SxpF qej2πFt0 “ Sxyp´F q

γxypF q “
SxypF q

a

SxpF qSypF q
“

SxpF qe´j2πFt0

a

SxpF q2

“ signpSxpF qqe´j2πFt0 ñ
ˇ

ˇγxypF q
ˇ

ˇ “ 1 @SxpF q ‰ 0

ρxypτq “
Cxypτq

a

Cxp0qCyp0q
“

Rxypτq

Rxp0q
“

Rxpτ ´ t0q

Rxp0q

לכן ,Rxrks “ σ2δrks לבן רעש עבור

Rxyrks “ Rxrk ´ k0s “ σ2δrk ´ k0s

ρxyrks “ δrk ´ k0s

חשובות: תובנות

לינארי. כצפוי, הוא, תדרים בין הקשר �

וכד'. Rxypτq של סימטריה חוסר לזהות ניתן �
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.t0-מ τ של ערך הרחקת עם "מתקלקל" חיזוי �

,Cxypτq (או ρxypτq של החישוב ,(6.38 (משוואה המקסימלי ערך של התכונה בגלל �
א בזמן. מוזזים דומים אותות בין ,t0 “ τ זמנים, הפרש לזיהוי משמש נירמול) ללא

לשים יש .7.2 באיור מופיעה yrns “ xrns ´ 50 עבור זמנים הפרש לחישוב Matlab דוגמת
(הערה זמנים הפרש הגדרת של הפוך אופן בגלל הפקודה בתוך x,y של שונה לסדר לב

.(7.2.1
x = randn(1,1e6);
y = [x(51 :end) zeros(1,50)]; %y[n] = x[n-50]
[C, lags] = xcov(y,x,200,'biased');
plot(lags,C) % k0 = 50

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
k

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

C
x
y
[k

]

.yrns “ xrns ´ 50 עבור זמנים הפרש לחישוב דוגמה :7.2 איור

.xcov הפקודה של הסברים בתוך דוגמה אראה

שאלות 7.3

תהליכים נתונים (סטציואנריות) 7.1

yptq “ a1x1ptq ` a2x2ptq(7.17)

zptq “ b1x1ptq ` b2x2ptq,(7.18)

במשותף? WSS גם הם yptq, zptq האם במשותף. WSS הם x1ptq,x2ptq כאשר

הבאים: אקראיים תהליכים נתונים אקראיים) תהליכים של ומאפיינים (תכונות 7.2

xptq “ At2

yptq “ A2t2

.A „ U r0, 1s אחיד, המתפלג אקראי משתנה הינו A כאשר
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חשב:

Erxptqs, Rxpt1, t2q, Eryptqs, Rxypt, t ` τq, Cxypt, t ` τq .1

סטציואנרי? הוא xptq התהליך האם .2

במשותף? סטציאונריים הם xptq,yptq תהליכים האם .3

ppyptq ą 3|xptq “ 2q חשב .4

בלתי ,yptq-ו xptq אקראיים תהליכים נתונים אקראיים) תהליכים של ומאפיינים (תכונות 7.3
בעלי ,WSS תלויים,

E
“

xptq
‰

“ E
“

yptq
‰

“ 1

Var
“

xptq
‰

“ σ2
x

Var
“

yptq
‰

“ σ2
y

ממשי): קבוע a) חדשים תהליכים מייצרים מתוכם

vptq “ xptq ` ayptq

wptq “ xptqyptq

?WSS הוא vptq האם .1

?WSS הוא wptq האם .2

במשותף? סטציאונריים בתהליכים מדובר האם .Rvwpt1, t2q או Rvwpt, t ` τq חשב .3

.Rxpτq “ Rypτq בהינתן אורטוגונליים, vptq,wptq עבורו a של ערך חשב .4

,E
“

wrns
‰

“ µw “
1

2
, Rwrks “ exp

˜

´
|k|

10

¸

בעל wrns אקראי אות נתון תהליכים) בין (קשר 7.4

אחרת. מוגדר wrns ששם ד', לסעיף פרט כלשהי, ההתפלגות בעל

וחיוביים. קבועים ∆ω, ω0 כאשר אותות, זוג נתונים (א)

xrns “ wrns cospω0nq

yrns “ wrns cos
`

rω0 ` ∆ωsn
˘

במשותף? סטציאונריים הם xrns,yrns אותות האם .E
“

yrns
‰

,Var
“

yrns
‰

לחשב יש

תלוי בלתי θ „ U r´π, πs וכאשר וחיוביים, קבועים ∆ω, ω0 כאשר אותות, זוג נתונים (ב)
wrns-ב

xrns “ wrns cospω0n ` θq

yrns “ wrns cos
`

rω0 ` ∆ωsn ` θ
˘

במשותף? סטציאונריים הם xrns,yrns אותות האם .E
“

yrns
‰

,Var
“

yrns
‰

לחשב יש
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∆ω „ U r´1, 1s, θ „ U r´π, πs וכאשר וחיובי, קבוע הוא ω0 כאשר אותות, זוג נתונים (ג)
wrns-וב בינם תלויים בלתי

xrns “ wrns cospω0n ` θq

yrns “ wrns cos
`

rω0 ` ∆ωsn
˘

סימולציה. ע"י התוצאה את ולבדוק E
“

yrns
‰

לחשב יש

במשותף? סטציאונריים הם xrns,yrns אותות האם

התפלגות בעל לבן רעש הוא wrns וכאשר וחיובי, קובע הוא ω0 כאשר אותות, זוג נתונים (ד)
.wrns ב- תלוייה בלתי θ „ U r´π, πs זוית .wrns „ U r´1, 1s אחידה,

xrns “ wrns cospω0n ` θq

yrns “ cos
`

ω0n ` wrns
˘

סימולציה. ע"י התוצאה את ולבדוק E
“

yrns
‰

לחשב יש

במשותף? סטציאונריים הם xrns,yrns אותות האם

בזמן תלויה בלתי פאזה ושגיאת DSB אפנון עם תקשורת מערכת של מוצא אות נתונה 7.5
כאשר: במתנד,

מהצורה הוא הגלאי במוצא אות �

xrns “ wrns cospθq

מאפיינים בעל אקראי אות הוא wrns המידע אות �

.E
“

wrns
‰

“ µw “
1

2
, Rwrks “ exp

˜

´
|k|

10

¸

שרירותית. התפלגות בעל wrns המידע אות �

.wrns-ב תלוי בלתי ,θ „ U r´π{10, π{10s �

לחשב: נדרש  

E
“

xrns
‰

(א)

Px הספק (ב)

 ?WSS הוא xrns אות האם (ג)

עבור הקודמים הסעיפים על לחזור יש (ד)

yrns “ wrns cos
`

θrns
˘

בלתי הרעש .θrns „ U r´π{10, π{10s אחידה, התפלגות בעל לבן רעש הוא θrns כאשר
.wrns ב- תלוי



שאלות107 7.3

האות נתון (ה)
zrns “ wrns cos

`

ω0n ` θrns
˘

בזמן? בלתי-תלויה או תלויה התוצאה האם .E
“

zrns
‰

לחשב יש



8 פרק

אותות של לינארי חיזוי

והעבר. ההווה דגימות על בהתבסס ,WSS אקראי תהליך של עתידי ערך חיזוי מטרה:

הפרק תוכן
108 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הקדמה 8.1

109 . . . . . . . . . . . . . . . . . Wiener-Hopf משוואות - לינארי חיזוי 8.2

115 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 8.3

הקדמה 8.1

הבאים: מאפיינים בעל שהינו xrns תהליך נתון

WSS �

µx “ 0 תוחלת בעלת �

מחושב). (או ידוע Rxrks �

:(8.1 (הגדרה לינארי חיזוי

דגימות מתוך נעשה החיזוי .n ` 1 הבא, הזמן עבור התהליך של לינארי חיזוי נדרש
מהצורה הוא החיזוי .n, n ´ 1, n ´ 2, . . . העבר), (דגימות קודמות

(8.1)

x̂rn ` 1s “ a0xrns ` a1xrn ´ 1s ` . . . ` aNxrn ´ N s

“

N
ÿ

m“0

amxrn ´ ms

קונבולוציה, של בצורה גם החיזוי את לרשום ניתן

(8.2) x̂rn ` 1s “ hrns ˚
␣

xrns, . . . ,xrn ´ N s
(

ÐÝ hrns “
␣

a0, a1, . . . , aN
(

החיזוי. עבור
␣

a0, a1, . . . , aN
(

של ערכים לחשב מטרה:
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מהצורה חיזוי מודל נתון :8.1 דוגמה

(8.3) x̂rn ` 1s “ a0xrns ` a1xrn ´ 1s

מינימלית. היא ריבועית שגיאה עבורם a0, a1 פרמטרים למצוא יש

הפתרון: שלבי פתרון:

ריבועית, שגיאה .1

(8.4)
SE “ E

”

`

xrn ` 1s ´ x̂rn ` 1s
˘2
ı

“ E
”

`

xrn ` 1s ´ a0xrns ´ a1xrn ´ 1s
˘2
ı

לאפס, הנגזרת השוואת ע''י הריבועית שגיאה של מינימום .2

B

Ba0
SE “ E

”

2
`

xrn ` 1s ´ a0xrns ´ a1xrn ´ 1s
˘

p´xrnsq

ı

“ 0

E
“

xrnsxrn ` 1s
‰

“ a0E
”

x2rns

ı

` a1E
“

xrn ´ 1sxrns
‰

Rxr1s “ a0Rxr0s ` a1Rxr1s

B

Ba1
SE “ 0 ñ Rxr2s “ a0Rxr1s ` a1Rxr0s

(8.5)
נעלים. ב-2 משוואות זוג הוא הפתרון

Wiener-Hopf משוואות - לינארי חיזוי 8.2

לינארי. חיזוי מקדמי חישוב מטרה:

:(8.2 (הגדרה Wiener-Hopf משוואות

ע"י המקדמים בין הקשר את להגדיר ניתן

(8.6) Rxrk`1s “ a0Rxrks`a1Rxrk´1s` . . .`aNRxrk´N s “

N
ÿ

k“0

akRxrks.

מהצורה מינימלית ממוצעת ריבועית שגיאה במובן חיזוי שגיאת חישוב .1 הוכחה.

mse “ E
”

`

xrn ` 1s ´ x̂rn ` 1s
˘2
ı

“ E
”

`

xrn ` 1s ´ a0xrns ´ a1xrn ´ 1s ´ . . . ´ aNxrn ´ N s
˘2
ı

(8.7)

לבצע ניתן מינימלית היא שגיאה עבור ,
␣

a0, a1, . . . , aN
(

של הערכים חישוב .2
פנימית), בנגזרת (שימוש השרשרת בכלל שימוש תוך הגזירה, ע"י
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”

f
`

gpxq
˘

ı1

“ f 1
`

gpxq
˘

g1pxq

משוואות מערכת פתרון ע"י מתקבל המינימום

B

Bak
mse “ E

”

2
␣

xrn ` 1s ´ a0xrns ´ a1xrn ´ 1s ´ . . . ´ aNxrn ´ N s
(

xrn ´ ks

ı

“ 0

ñ E
“

xrn ` 1sxrn ´ ks
‰

loooooooooooomoooooooooooon

Rxrk`1s

´a0 E
“

xrnsxrn ´ ks
‰

looooooooomooooooooon

Rxrks

´ ¨ ¨ ¨

´ aN E
“

xrn ´ N sxrn ´ ks
‰

looooooooooooomooooooooooooon

Rxrk´Ns

“ 0

(8.8)
.Rxr´ks “ Rxrks מהצורה (6.4.3 (תכונה הסימטריה לתכונת לב לשים יש

ניתן (8.6) משוואה של פרטיים מקרים :(8.1 (תכונה Wiener-Hopf במשוואות שימוש
הבא: באופן לרשום

(8.9)

k “ 0 Ñ Rxr1s “ a0Rxr0s ` a1Rxr1s ` ¨ ¨ ¨ ` aNRxrN s

k “ 1 Ñ Rxr2s “ a0Rxr1s ` a1Rxr0s ` ¨ ¨ ¨ ` aNRxrN ´ 1s

¨ ¨ ¨

k “ N Ñ RxrN ` 1s “ a0RxrN s ` a1RxrN ´ 1s ` ¨ ¨ ¨ ` aNRxr0s

לינארית משוואות N ` 1 של מערכת של הפתרון ע"י am המקדמים את למצוא ניתן
נעלמים. N ` 1 עם

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Rxr0s Rxr1s ¨ ¨ ¨ RxrN s

Rxr1s Rxr0s ¨ ¨ ¨ RxrN ´ 1s

Rxr2s Rxr1s ¨ ¨ ¨ RxrN ´ 2s
...

...
. . .

...
RxrN ´ 1s RxrN ´ 2s ¨ ¨ ¨ Rxr1s

RxrN s RxrN ´ 1s ¨ ¨ ¨ Rxr0s

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

a0
a1
a2
...

aN´1

aN

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

Rxr1s

Rxr2s

Rxr3s
...

RxrN s

RxrN ` 1s

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

(8.10)

(4.2 תכונה גם (ראה :(8.2 (תכונה ממוצעת שגיאה - חיזוי שגיאת

(8.11) E
“

xrn ` 1s ´ x̂rn ` 1s
‰

“ 0

ממוצעת ריבועית שגיאה :(8.3 (תכונה ממוצעת ריבועית שגיאה - חיזוי שגיאת
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ע"י נתונה החיזוי של מינימלית

(8.12) msemin “ E
”

`

xrn ` 1s ´ x̂rn ` 1s
˘2
ı

“ Rxr0s ´

N
ÿ

k“0

akRxrk ` 1s

החשובות: תובנות

לשיפור להביא עשויה N הגדלת ,(6.4.3 (תכונה Rxr0s ą Rxrks לקשר בהתאם �
.Rxrks של יחסית קטנים ערכים עבור בחיזוי מאוד קטן

בכלל. החיזוי את תשפר לא N הגדלת Rxrks “ 0, k ą k0 ערכי עבור �

ריבועית שגיאה במובן אופטימלי לינארי חיזוי הוא Wiener-Hopf משוואות של הפתרון
.(4.2 לפרק (בדומה מינימלית ממוצעת

דרך (אין אופטימלי חיזוי הוא Wiener-Hopf משוואות של הפתרון גאוסיים, תהליכים עבור
יותר). טוב לחיזוי

אלגוריתם נקרא המובנת הסימטריה את בחשבון הלוקח משוואות המערכת של היעיל הפתרון
.Levinson-Durbin

.linear prediction coefficients (LPC) הוא am לערכי נוספת שם

הפיכה ,(positive semi-definite) שלילית לא סימטרית, היא RX המטריצה כי להוכיח, ניתן
שליליים. לא עצמיים ערכים ובעלת

מהצורה WSS אות לחיזוי מודל נתון :8.2 דוגמה

(8.13) x̂rns “ akxrn ´ ks

?ak של הערך מהו

פתרון:

SE “ E
”

pxrns ´ akxrn ´ ksq2
ı

B

Bak
SE “ ´E

“

xrnsxrn ´ ks
‰

` akE
”

x2rn ´ ks

ı

“ 0

ak “
Rxrks

Rxr0s
“ ρxrks

מנורמלים. לא חיזוי/קורלציה מקדמי הם Rxrks שערכי התוצאה, משמעות

מודל נתון (7.2 לדוגמא (בהמשך :8.3 דוגמה

(8.14) x̂rns “ wrns ` bwrn ´ 1s

גאוסי. לבן רעש הוא wrns כאשר

?xrns של תוחלת בהכרח מהו �

?ρxrks של הערך מהו �
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?b של הערך מהו ρxr1s “ r שערך ידוע, �

פתרון:

E
“

xrns
‰

“ E
“

wrns
‰

` bE
“

wrn ´ 1s
‰

“ 0

Rxr0s “ Var
“

xrns
‰

“ 1Var
“

wrns
‰

` b2Var
“

wrns
‰

“ σ2p1 ` b2q

Rxr1s “ E
“

xrnsxrn ´ 1s
‰

“ E
“

pwrns ` bwrn ´ 1sqpwrn ´ 1s ` bwrn ´ 2sq
‰

“ Rwr1s ` bRwr2s ` bRwr0s ` b2Rwr1s “ bσ2

Rxrks “ 0 k ě 2

ρxrks “
Rxrks

Rxr0s

r “
b

1 ` b2

b “
1 ˘

?
1 ´ 4r2

2r
, r ď

1

2

הרעש! של קומבינציה סמך על אות של חיזוי לעשות אפשרות ישנה

f0-ו θ „ U r0, 2πs כאשר ,xrns “ cos p2πf0n ` θq אקראי תהליך נתון :8.4 דוגמה
ידוע.

ע''י נתונים התהליך של אוטו-קרלציה ופונקציית שתוחלת ,(6.2 דוגמא (ראה ידוע בנוסף,

E
“

xrns
‰

“ 0

Rxrks “ cosp2πf0kq “ Cxrks

Rxr0s “ 1

Rxr1s “ cosp2πf0q

Rxr2s “ cosp4πf0q

התהליך עבור (MMSE) מינימלית ממוצעת ריבועית שגיאה במובן לינארי חיזוי לעשות נדרש
מהצורה

x̂rn ` 1s “ axrns �

x̂rn ` 1s “ axrns ` bxrn ´ 1s �

(8.12) ,(8.10) למשוואות בהתאם פתרון:

x̂rn ` 1s “ axrns �

Rxr0sa “ Rxr1s ñ a “
Rxr1s

Rxr0s

msemin “ Rxr0s ´ aRxr1s “ Rxr0s ´
Rxr1s

Rxr0s
Rxr1s
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“ 1 ´ cos2p2πf0q “ sin2p2πf0q

.(4.2 ,4.2 תכונות (ראה לינארי חיזוי של לתוצאה הקבלה גם לראות ניתן הערה:
X “ xrns, Y “ xrn ` 1s נסמן החישוב, לצורך

Ŷ “ ErY s `
CovrX,Y s

VarrXs

`

x ´ ErXs
˘

ñ x̂rn ` 1s “
Rxr1s

Rxr0s
xrns

msemin “ VarrY s p1 ´ ρ2XY q ñ Rxr0s ´
Rxr1s

Rxr0s
Rxr1s

x̂rn ` 1s “ axrns ` bxrn ´ 1s �

«

Rxr0s Rxr1s

Rxr1s Rxr0s

ff«

a

b

ff

“

«

Rxr1s

Rxr2s

ff

«

1 cosp2πf0q

cosp2πf0q 1

ff«

a

b

ff

“

«

cosp2πf0q

cosp4πf0q

ff

«

a

b

ff

“

«

2 cosp2πf0q

´1

ff

msemin “ Rxr0s ´ aRxr1s ´ bRxr2s

“ 1 ´ 2 cosp2πf0q cosp2πf0q ` cosp4πf0q

“ 1 ´ 2 cos2p2πf0q
loooooooomoooooooon

´ cosp4πf0q

` cosp4πf0q “ 0

לחיזוי הפרשים משוואת סיכום:

x̂rn ` 1s “ 2 cosp2πf0qxrns ` p´1qxrn ´ 1s

כמתואר הפאזה, ערך לגבי וודאות אי ישנה בלבד, אחת דגימה מתוך נעשה כשהחיזוי
חיזוי לבצע ניתן ולכן מדויק באופן ידועה הפאזה נקודות, זוג בהינתן מאידך, .8.1 באיור

מושלם.
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x[n]

n

cos(2πf0n± θ)

בלבד. אחת מנקודה בחיזוי הפאזה לגבי וודאות אי :8.1 איור

:matlab-ב לחיזוי מספרית nדוגמא = 1:20; f = 1/4;
x = cos(2*pi*f*n + rand(1)*2*pi);
for m = 2:max(n)-1

hx(m+1) = 2*cos(2*pi*f)*x(m) - x(m-1);
end
mse = mean((hx(3:max(n)) - x(3:max(n))).^2)

מהצורה (11.3 (דוגמה הפרשים משוואת בעלת מערכת נתונה :8.5 דוגמה

xrns “ axrn ´ 1s ` wrns,

.Rxrks “ σ2
w

a|k|

1 ´ a2
,|a| ă 1 גאוסי, לבן רעש הוא wrns „ Np0, σ2

w “ 1q כאשר

מהצורה חיזוי נדרש
x̂rn ` 1s “ a0xrns ` a1xrn ´ 1s

,(8.10) למשוואה בהתאם � פתרון:

«

Rxr0s Rxr1s

Rxr1s Rxr0s

ff«

a0
a1

ff

“

«

Rxr1s

Rxr2s

ff

בהתאם, היא חיזוי שגיאת כמובן,

mse “ Rxr0s ´ a0Rxr1s ´ a1Rxr2s.

�
»

—

—

–

1

1 ´ a2
a

1 ´ a2
a

1 ´ a2
1

1 ´ a2

fi

ffi

ffi

fl

»

—

–

a0

a1

fi

ffi

fl

“

»

—

—

–

a

1 ´ a2

a2

1 ´ a2

fi

ffi

ffi

fl

ñ

«

a1
a2

ff

“

«

a

0

ff

ומתקיים מאחר מתבקשת, היא התשובה

xrn ` 1s “ axrns ` wrn ` 1s.
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,wrns הכניסה רעש היא חיזוי שגיאה כמובן, �

mse “ Rxr0s ´ a0Rxr1s ´ a1Rxr2s

“
σ2
w

1 ´ a2
´ a

σ2
wa

1 ´ a2
“ σ2

w

סימולציה: ע"י הדוגמה את לבדוק nניתן = 10000;
w = randn(1,n);
a = 1/2;
x = filter(1,[1 -a],w);
xhat(2:n) = a*x(1:n-1);
mean(x - xhat)
var(x - xhat)

שאלות 8.3

אקראיים תהליכים נתונים (FIR (מערכות 8.1

xrns “ wrns ` wrn ´ 1s

yrns “ wrns ´ wrn ´ 1s,

.1 שונות בעל גאוסי לבן רעש הוא wrns כאשר

.Rxrn, n ` ks, Cxrn, n ` ks, Ryrn, n ` ks, Cyrn, n ` ks חשב (א)
סטציואנריים? בתהליכים מדובר האם
?xrns,yrns של הממוצע הספק מהו

.Rxyrn, n ` ks, Cxyrn, n ` ks חשב (ב)
במשותף? סטציאונריים xrns,yrns האם

הוכח/נמק! תלויים? בלתי ו/או קורלציה חסרי ו/או אורטוגונליים האם xrns,yrns האם

? xr2s,xr3s,yr4s של המשותפת התפלגות מהי (ג)

ב- שימוש כגון פרמטרית, בצורה הקודמים לסעיפים בתשובות להשתמש ניתן הערה:
מספרי. ערך חישוב ללא Rxrn, n ` ks, Ryrn, n ` ks, Rxyrn, n ` ks

מהצורה ,xrns מתוך yrns של מינימלית, ריבוית שגיאה במובן אופטמימלי חזאי לבנות יש (ד)

ŷrns “ a1xrns ` a2xrn ´ 1s.

?a1, a2 של הערכים מהם
ב- שימוש כגון פרמטרית, בצורה הקודמים לסעיפים בתשובות להשתמש ניתן הערה:

מספרי. ערך חישוב ללא Rxrn, n ` ks, Ryrn, n ` ks, Rxyrn, n ` ks

גאוסי, סטציאונרי, הבאות: תכונות בעל ,xrns תהליך נתון לינארי) (חיזוי 8.2

E
”

xrns

ı

“ 0
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Rxrks “ 4 exp
´

´ |k|

¯

אקראי תהליך נתון
yrns “ xrns ` 2xrn ´ 2s

.p
´

xrns ă 4
¯

עבור הסתברות חשב (א)

?xr1s,xr3s אקראיים משתנים בין קורלציה מקדם של מספרי ערך מהו (ב)

.E
“

wrns
‰

חשב .wrns “ x2rns אקראי תהליך נתון (ג)

.WSS תהליך הינו yrns-ש הוכח, (ד)

.p
´

yrns ą 4
¯

, p
´

yrns ă 4
¯

עבור הסתברות חשב (ה)

התשובה את להשאיר ניתן ?yr1s,yr3s אקראיים משתנים בין covariance מטריצת מהי (ו)
מספרי. לערך להגיע בלי Rxrks של כפונ'

במשותף? סטציאונריים הם xrns,yrns תהליכים האם .Rxyrn, n ` ks חשב (ז)

מהצורה חיזוי עבור .yrns מתוך xrns של לינארי חיזוי לעשות מעוניינים (ח)

x̂rn ` 1s “ a0yrns ` a1yrn ´ 1s

.Rxrks, Rxyrks של כפונקציה a0, a1 של הערכים את פרמטרית חשב

מהצורה אקראי תהליך נתון לינארי) (חיזוי 8.3

zrns “ xrns cospω0nq ` yrns sinpω0nq,

(דטרמיניסטי), אקראי לא קבוע תדר הוא ω0 כאשר

E
“

xrns
‰

“ E
“

yrns
‰

“ 0

Rxrks “ exp

˜

´
|k|

10

¸

“ Ryrks

Rxyrks “ 0

לחשב: יש

?WSS הוא zrns-ש הוכח, (א)

?zrns של הממוצע הספק מהו (ב)

במשותף? סטציאונריים הם zrns,xrns האם (ג)

?ω0 “ π{2 עבור zrns, zrn ` 2s בין מספרי) (ערך קורלציה מקדם מהו (ד)
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ממוצעת ריבועית שגיאה במובן אופטימלי חיזוי מהו ,zrns, zrn´1s ערכים בהינתן נק') 25) (ה)
הצורך) (במידת שימוש תוך התשובה את לרשום ניתן ?zrn ` 2s של (MMSE) מינימלית

ב-
E
“

xrns
‰

, E
“

yrns
‰

, E
“

zrns
‰

, Rxrks, Ryrks, Rzrks

לרבות ,zrns של התפלגות מהי גאוסיים, אקראיים משתנים הם xrns,yrns ש- בהינתן, (ו)
(מספריים)? הפרמטרים

זה. בסעיף נתונים חסרים לא הערה:

מהצורה אקראי תהליך נתון 8.4

zrns “ xrns cospω0n ` θq ` yrns sinpω0n ` θq,

פאזה (דטרמיניסטי), אקראי לא קבוע תדר הוא ω0 גאוסיים, אותות הן xrns,yrns כאשר
נתון בנוסף, מהאותות. תלוי בלתי באופן ,θ „ U r´π, πs אחיד מתפלגת

E
“

xrns
‰

“ E
“

yrns
‰

“ 0

Rxrks “ exp

˜

´
|k|

10

¸

Ryrks “ exp

˜

´
|k|

5

¸

Rxyrks “
1

2
exp

˜

´
|k|

5

¸

לחשב/לבדוק: נדרש

?Pz הספק מהו סטציונרי? הוא zrns האם (א)

לינארי חיזוי לעשות ניתן האם ?(joint-WSS) במשותף סטציאונריים הם xrns, zrns האם (ב)
האותות? בין

?Pr
`

zrns ą 0.5
˘

של ההסתברות מהי (ג)

?E
“

pzrns ´ zrn ´ 1sq2
‰

הביטוי של ערך מהו (ד)

אקראיים: תהליכים נתונים 8.5

.R1rks עם x1rns „ Npµ1, σ
2
1q גאוסית, מתפלג ,x1rns �

.R2rks עם x2rns „ Npµ2, σ
2
2q גאוסית, מתפלג ,x2rns �

.x1rns,x2rns בין תלות אי להניח ניתן �

הבאים: קשרים נתונים

yrns “ x1rns ` x2rn ´ 1s

zrns “ x1rn ´ 1s ` x2rns
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.WSS הוא yrns ש- להוכיח, יש (א)

בלבד? µ1, µ2, σ1, σ2 בפרמטרים שימוש תוך הספק לרשום הדרך מהי ?Py הספק מהו (ב)

?Cyrks מהו (ג)

?yrns של התפלגות מהי (ד)

?yr0s ` yr1s של התפלגות מהי (ה)

?joint-WSS הם yrns, zrns האם (ו)

מהצורה a אופטימלי לינארי חיזוי מקדם מהו .µ1 “ µ2 “ 0 בלבד, זה סעיף עבור (ז)
?ẑrns “ ayrns

אקראיים: תהליכים נתונים 8.6

.R1rks עם x1rns „ Npµ1, σ
2
1q גאוסית, מתפלג ,x1rns �

.R2rks עם x2rns „ Npµ2, σ
2
2q גאוסית, מתפלג ,x2rns �

תלות). אי להניח ניתן (לא R12rks בעלי joint-WSS הם x1rns,x2rns �

הבאים: קשרים נתונים

yrns “ x1rns ` x2rn ´ 1s

zrns “ x1rn ´ 1s ` x2rns

.Py הספק חשב ,WSS הוא yrns ש- להוכיח, יש (א)

.Cyrks לחשב יש (ב)

?yrns של התפלגות מהי (ג)

?yr0s ` yr1s של התפלגות מהי (ד)

?joint-WSS הם yrns, zrns האם (ה)

ẑrns “ מהצורה a אופטימלי לינארי חיזוי מקדם מהו גאוסי, לבן רעש x1rns,x2rns עבור (ו)
?ayrns



III חלק

מערכות



9 פרק

רציף זמן - LTI מערכת

אקראי. אות על LTI מערכת השפעת של ניתוח מטרה:

הפרק תוכן
120 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הקדמה 9.1

121 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . תכונות 9.2

121 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הזמן מישור 9.2.1

123 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . התדר מישור 9.2.2

124 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . לרעש אות ויחס הספק 9.3

126 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שונות מערכות של מוצא בין קשר 9.4

129 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 9.5

הקדמה 9.1

זה מה תזכורת
מערכת

מתקיים hptq להלם תגובה בעלת LTI מערכת עובר

h(t)x(t) y(t)

(9.1)

yptq “ xptq ˚ hptq

“

ż 8

´8

xpsqhpt ´ sqds

“

ż 8

´8

xpt ´ sqhpsqds

התדר, במישור
(9.2) Y pF q “ HpF qXpF q,

כאשר

(9.3) Y pF q “ F
␣

xptq ˚ hptq
(

“

ż 8

´8

yptqe´j2πFtdt
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תכונות 9.2

 .LTI מערכות של למוצא כניסה בין קשרים לאפיין מטרה:

אחד מתקיים אם ורק אם יציבה. LTI מערכת נתונה :(9.1 (תכונה WSS כניסה
הנוספים: 2 גם מתקיים להלן, מהתנאים

.WSS הוא בכניסה התהליך .1

.WSS הוא במוצא התהליך .2

במשותף. WSS הם ומוצא כניסה .3

יכולים הנתונים WSS אותות זוג :(9.2 (תכונה משותפת סטציאונריות של פרשנות
.LTI מערכת של ומוצא כניסה ביחדפרשנות להיות

הזמן מישור 9.2.1

תוחלת של הכפלה הוא המערכת במוצא WSS תהליך תוחלת :(9.3 (תכונה תוחלת
ע"י ונתון המערכת, של DC הגבר כפול למערכת בכניסה

(9.4) µy “ µx

8
ż

´8

hpsqds “ µxHp0q,

 .DC הגבר גם הנקרא ,DC בתדר אמפליטודה תגובת זה Hp0q כאשר

הקונבולוציה, ואינטגרל תוחלת של סדר להחליף ניתן הוכחה.

E
“

yptq
‰

“ E

«

ż 8

´8

hpsqxpt ´ sqds

ff

“

ż 8

´8

hpsqE
“

xpt ´ sq
‰

looooomooooon

µx

ds

“ µx

8
ż

´8

hpsqds “ µxHpF “ 0q

ואות כניסה אות בין קשרים :(9.4 (תכונה הזמן מישור - למוצא כניסה בין קשרים
מוצא:

Rxy pτq “ Rx pτq ˚ h pτq(9.5א)

Cxy pτq “ Cx pτq ˚ h pτq(9.5ב)
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Ryx pτq “ Rx pτq ˚ h p´τq(9.5ג)

Cyx pτq “ Cx pτq ˚ h p´τq(9.5ד)

Ry pτq “ Rx pτq ˚ h pτq ˚ h p´τq “ Rxypτq ˚ hp´τq(9.5ה)

Cy pτq “ Cx pτq ˚ h pτq ˚ h p´τq “ Cxypτq ˚ hp´τq(9.5ו)

הוכחה.

(9.6)

Rxy pτq “ E
“

xptqypt ` τq
‰

“ E

«

xptq

ż 8

´8

hpsqx
`

pt ` τq ´ s
˘

ds

ff

“

ż 8

´8

hpsqE
“

xptqxpt ` τ ´ sq
‰

ds

“

ż 8

´8

hpsqRxpτ ´ sqds “ Rx pτq ˚ h pτq

(9.7)

Ryx pτq “ E
“

yptqxpt ` τq
‰

“ E

„

´

xptq ˚ hptq
¯

xpt ` τq

ȷ

“ E

«

ż 8

´8

hpsqxpt ´ sqds xpt ` τq

ff

“

ż 8

´8

hpsqE
“

xpt ´ sqxpt ` τq
‰

ds

“

ż 8

´8

hpsqRxps ` τqds

“

ż 8

´8

h
`

s ´ p´τq
˘

Rxpsqds “ Rxpτq ˚ hp´τq

מאוד. דומה היא התכונות יתר עבור הוכחה

xptq „ Np0, 1q אות ידועה. לא hptq להלם תגובה בעלת LTI מערכת נתונה :9.1 דוגמה
.hptq לזיהוי לשמש יכולה שבשרטוט שהמערכת הראה, .yptq “ xptq ˚ hptq תגובה חישוב

במישור להלם
הזמן

לבן, רעש הוא

x(t) h(t)

δ(t− τ0)

y(t)

E[·] ?

פתרון:

E
“

xpt ´ τ0qyptq
‰

“ E
“

xptqypt ` τ0q
‰
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“ Rxypτ0q “ Rxpτq
loomoon

δpτq

˚hpτq

ˇ

ˇ

ˇ

τ“τ0

“ δpτq ˚ hpτq

ˇ

ˇ

ˇ

τ“τ0
“ hpτ0q

.(9.1 (איור τi ערכי אוסף עבור ,hpt “ τiq של ערכים לקבל ניתן לסיכום,

τi

h(τ)

τ0 τ1 τ2 τ3 · · ·

הנדרש. ככל רבים ,h pτiq של חישוב ע"י מתקבלת להם תגובה :9.1 איור

התדר מישור 9.2.2

מסננים. של לתאוריה בסיס - התדר במישור המערכת למצוא כניסה בין קשר ניתוח מטרה:

של התדר תגובת בהינתן :(9.5 (תכונה התדר מישור - למוצא כניסה בין קשר
הם: הקשרים ,HpF q “ F

␣

hpτq
(

המערכת,

Sxy pF q “ F
␣

Rxypτq
(

“ Sx pF qHpF q(9.8א)

Syx pF q “ Sx pF qH˚pF q(9.8ב)

Sy pF q “ Sx pF qHpF qH˚pF q “ Sx pF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
(9.8ג)

בתכונות: שימוש תוך ישיר, באופן הוכחה.

בתדר, מכפלה היא בזמן קובנבולוציה �

.H˚pF q “ F
␣

hp´τq
(

�

בעלת השהייה, מערכת נתונה אחרת) בדרך פתרון ,7.4 הדוגמה על (חזרה :9.2 דוגמה

hptq “ δpt ´ t0q

.SypF q חשב
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פתרון:

yptq “ xpt ´ t0q

HpF q “ ej2πft0

SypF q “ SxpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
“ SxpF q

.7.4 לדוגמה זהה היא התשובה כצפוי,

,µx, Rxpτq “ e´|τ | פרמטרים עם xptq אות נתון :9.3 דוגמה

|HpF q| “

$

&

%

?
1 ` 4π2F 2 |F | ă 2

0 אחרת

.µy, Rypτq, Py לחשב: יש

פתרון:

µy “ µxHp0q “ µx

SxpF q “ F
␣

Rxpτq
(

“
2

1 ` p2πF q2

SypF q “ SxpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
“

$

&

%

2 |F | ă 2

0 אחרת

Rypτq “ F ´1
␣

SypF q
(

“ 8
sinp4πτq

4πτ
“ 8 sincp4πτq

Py “ Ryp0q

“

ż 8

´8

SypF qdF “

ż 2

´2

2dF “ 8

לרעש אות ויחס הספק 9.3

(מסנן). המערכת במוצא הרעש הספק של הנושא סיכום מטרה:

ע"י נתון הספק :(9.6 (תכונה ומוצא כניסה הספק

Px “ Rxp0q “

8
ż

´8

Sx pF q dF(9.9)

Py “ Ry p0q “

8
ż

´8

Sx pF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF(9.10)
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מהצורה כניסה אות בהינתן :(9.7 (תכונה ורעש אות של PSD

(9.11) xptq “ sptq ` nptq,

הוא המוצא אות של הספק צפיפות ,Ernptqs “ 0 תלויים, בלתי הם sptq,nptq כאשר

SypF q “ Sx pF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2

“ Ss pF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
` Sn pF q

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
,(9.12)

:(9.8 (תכונה למערכת בכניסה לרעש אות יחס

(9.13) SNRx “
Ers2ptqs

Ern2ptqs
“

Rsp0q

Rnp0q
“

ż 8

´8

SspF qdF

ż 8

´8

SnpF qdF

:(9.9 (תכונה המערכת במוצא לרעש אות יחס

(9.14) SNRy “

ş8

´8
SspF q

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF

ş8

´8
SnpF q

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF

.

מהצורה BPF מסנן דרך עבר xptq אקראי שאות נניח, :(9.10 (תכונה PSD של פרשנות

(9.15) HpF q “

$

&

%

1 |F | P

”

F0 ˘ ∆F
2

ı

0 אחרת

ע"י נתון Py מוצא הספק הזה, במקרה

Ryp0q “

ż 8

´8

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
SxpF qdF

“

ż F0`∆F {2

F0´∆F {2

SypF qdF `

ż ´F0`∆F {2

´F0´∆F {2

SypF qdF

“ 2

ż F0`∆F {2

F0´∆F {2

SypF qdF

,0 Ð ∆F עבור

(9.16)

Ryp0q « 2SypF0q∆F

SypF0q «
1

2

Ryp0q

∆F

SypF0q ` Syp´F0q «
Ryp0q

∆F
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בתדר. ההספק והגדרת בזמן ההספק הגדרת בין הקשר את לראות ניתן לסיכום,

שונות מערכות של מוצא בין קשר 9.4

המערכות מוצאי בין הקשר מהו במקביל. שונות מערכות דרך עובר אקראי אות אותו מטרה:
הללו?

שונות, מערכות 2 דרך העובר ,xptq תהליך עבור :(9.11 (תכונה שונות מערכות
מתקיים

h1(t)x(t) y(t)

h2(t) z(t)

Ryz pτq “ Rxpτq ˚ h1p´τq ˚ h2pτq(9.17א)

SyzpF q “ SxpF qH˚
1 pF qH2pF q “ F

␣

Ryz pτq
(

(9.17ב)

ע"י שנתונה פונקציות, 3 של קונבולוציה היא להוכחה בסיס

(9.18) xptq ˚ h1ptq ˚ h2ptq “

ż 8

´8

ż 8

´8

h1pαqh2pβqxpt ´ α ´ βqdα dβ

הוכחה.

(9.19)

yptq “

ż 8

´8

h1pαqxpt ´ αqdα

zptq “

ż 8

´8

h2pβqxpt ´ βqdβ

Ryz pt, t ` τq “ E
“

yptqzpt ` τq
‰

“ E

«

ż 8

´8

h1pαqxpt ´ αqdα

ż 8

´8

h2pβqxpt ` τ ´ βqdβ

ff

“

ż 8

´8

ż 8

´8

h1pαqh2pβqE
“

xpt ´ αqxpt ` τ ´ βq
‰

looooooooooooooomooooooooooooooon

Rxpτ`α´βq

dα dβ

“

ż 8

´8

ż 8

´8

h1pαqh2pβqRx pτ ` α ´ βq dα dβ
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t− α t t+ τ − β

α τ − β

E [x(t− α)x(t− β + τ)]

= Rx (τ + α− β)

.9.4 תכונה של ההוכחה עבור גרפית המחשה :9.2 איור

החשובות: תכונות/הערות

זוגית. סימטריה בעלי הם
ˇ

ˇH1pF q
ˇ

ˇ ,
ˇ

ˇH2pF q
ˇ

ˇ ממשיות, h1ptq, h2ptq מערכות עבור �

|H1(F )|
|H2(F )|

F

|H1(F )||H2(F )|

F

.H˚
1 pF qH2pF q “ 0 עבורם מערכות לזוג דוגמה :9.3 איור

(9.3 איור (ראה של מיוחד מצב מתקיים התדר, במישור חופפות לא והמערכות במידה �

@F H˚
1 pF qH2pF q “ 0

הם: yptq, zptq התהליכים זה מיוחד מצב עבור

אורטוגונליים, –
SyzpF q “ 0 ñ Ryz pτq “ 0

שווה DC (הגבר Hp0q “ 0 מתקיים המערכות משני אחת עבור ולפחות מאחר –
,(7.2.1 תכונה (ראה קורלציה חסרי הם ,µy “ µx���Hp0q “ 0 הקשר ובעקבות ל-0),

Cyz pτq “ Ryz pτq “ 0.

.(10 פרק ראה (להרחבה, תלויים בלתי גם הם גאוסי, הוא xptq התהליך אם –

ברעש בלתי-תלוי משלו, רעש יש רדיו ערוץ לכל למה לדגומה, מסביר, הזה המצב ˝

אחר. בערוץ

C1

w(t)

R1 R2

C2 z(t)y(t)

.9.4 הדוגמה עבור מעגל :9.4 איור
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.9.4 באיור חשמל למעגל בכניסה N0

2
של PSD בעל wptq גאוסי לבן רעש נתון :9.4 דוגמה

.Ryzpt, t ` τq לחשב יש

מתקיים המערכות זוג עבור כללי, באופן .Rwpτq “
N0

2
δpτq ידוע, לבן רעש עבור פתרון:

HpF q “

1
j2πFC

R ` 1
j2πFC

“
1

1 ` j2πRCF
“

1{RC

1{RC ` j2πF
(9.20א)

hptq “
1

RC
exp

ˆ

´
t

RC

˙

uptq Ð expp´atquptq
F

ðñ
1

a ` j2πF
(9.20ב)

נסמן:

h1ptq “ α1e
´α1tuptq α1 “

1

R1C1

h2ptq “ α2e
´α2tuptq α2 “

1

R2C2

:(9.19) הנוסחא ע"פ הוא החישוב

Ryz pt, t ` τq “ E
“

yptqzpt ` τq
‰

“ E

«

ż 8

´8

h1pαqwpt ´ αqdα

ż 8

´8

h2pβqwpt ` τ ´ βqdβ

ff

“

ż 8

´8

ż 8

´8

h1pαqh2pβqRw pτ ` α ´ βq dα dβ

“
N0

2

ż 8

´8

ż 8

´8

h1pαqh2pβqδ
`

α ´ pβ ´ τq
˘

dα dβ Ð

ż

fpxqδpx ´ aqdx “ fpaq

“
N0

2

ż 8

´8

h1pβ ´ τqh2pβqdβ “ h1p´τq ˚ h2pτq

“
N0

2
α1α2

ż 8

´8

e´α1pβ´τqupβ ´ τqe´α2βupβqdβ

עם קורה מה נבדוק וחלק חלק כל עבור כאשר חלקים, ל-2 החישוב את לחלק ניתן
האינטגרציה. גבולות את לנתח כדי האינטרגל, שבתוך upβq, upβ ´ τq

בהתאם ,τ תהיה האינטרגל של התחתון גבול ,upτq ע"י המסומן ,τ ě 0 של במקרה �
התחומים: בין לחיתוך

upβq ñ β ě 0

upβ ´ τq Ñ β ´ τ ě 0 ñ β ě τ

upτq ñ τ ě 0

+

ñ upτq

ż 8

τ

בתחום τ כל עבור מתקיים β ě ´τ האי-שיווין upβ ´ τq עבור τ ă 0 של במקרה �
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התחומים: בין לחיתוך בהתאם ,β ě 0

upβq ñ β ě 0

upβ ´ τq Ñ β ´ τ ě 0 ñ β ě τ

up´τq Ñ τ ă 0 ñ τ ă 0

+

ñ up´τq

ż 8

0

לסיכום:

Ryzpτq “
N0

2
α1α2upτq

ż 8

τ

e´α1pβ´τqe´α2βdβ

`
N0

2
α1α2up´τq

ż 8

0

e´α1pβ´τqe´α2βdβ

“
N0

2
α1α2e

α1τ

«

upτq

ż 8

τ

e´pα1`α2qβdβ ` upτq

ż 8

0

e´pα1`α2qβdβ

ff

“ ´
N0

2

α1α2

α1 ` α2

eα1τ

„

upτqe´pα1`α2qβ
ˇ

ˇ

ˇ

8

τ
` up´τqe´pα1`α2qβ

ˇ

ˇ

ˇ

8

0

ȷ

“
N0

2

α1α2

α1 ` α2

eα1τ
”

upτqe´pα1`α2qτ ` up´τq

ı

Ò
ş

e´axdx“´ 1
a
e´ax

“
N0

2

α1α2

α1 ` α2

”

e´α2τupτq ` eα1τup´τq

ı

ולכן ,yptq “ zptq מתקבל α “ α1 “ α2 של הפרטי במקרה

Ryzpτq “
N0

4
αe´α|τ |

“ Rypτq “ Rzpτq

ρyzpτq “
Cyzpτq

Cyzp0q
“

Ryzpτq

Ryzp0q
“ e´α|τ |, ρyzp0q “ 1

שאלות 9.5

מהצורה אקראי אות נתון אקראיים) תהליכים של ומאפיינים (תכונות 9.1

xptq “ A

„

1 ` m sin p2πfmt ` ϕq

ȷ

cos p2πfct ` θq

תקשורת (אות תלויים בלתי אקראיים משתנים הם ϕ, θ „ U r0, 2πs קבועים, 0 ă A,m כאשר
.(AM מאופנן

מצא:

Erxptqs,Var
“

xptq
‰

.1

סטציאונרי? בתהליך מדובר האם .Rxpt1, t2q או Rxpt, t ` τq .2
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הילברט) (התמרת מערכת דרך עובר האות .3

Hpfq “ ´j ¨ signpfq “

$

&

%

´j f ą 0

j f ă 0

המערכת. במוצא Py הספק חשב



10 פרק

גאוסיים תהליכים - LTI מערכות

גאוסי. אקראי אות של חשוב פרטי מקרה עבור ניתוח מטרה:

הפרק תוכן
131 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הגדרה 10.1

132 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LTI מערכת דרך מעבר 10.2

136 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . רציף) (זמן צר-סרט רעש 10.3

138 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 10.4

הגדרה 10.1

:(10.1 (הגדרה גאוסי תהליך

ההתפלגות t1, . . . , tk זמנים ועבור @k ą 0 עבור אם ורק אם, גאוסי הוא xptq תהליך
במשותף. גאוסית היא xpt1q, . . . ,xptkq של

.SSS הוא גאוסי תהליך :(10.1 (תכונה סטציאונריות

מתקבל t1, . . . , tN בזמנים ערכים N עבור :(10.2 (תכונה auto-covariance מטריצת
עבורו ,X “ rxpt1q, . . . ,xptNqsT ווקטור

(10.1) Cx “

»

—

—

—

—

–

Cxpt1 ´ t1q Cxpt1 ´ t2q ¨ ¨ ¨ Cxpt1 ´ tNq

Cxpt2 ´ t1q Cxp0q ¨ ¨ ¨ Cxpt2 ´ tNq
...

...
. . .

...
CxptN ´ t1q CxptN ´ t2q ¨ ¨ ¨ Cxp0q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

.Cxpti ´ tjq “ Cxptj ´ tiq כאשר

התפלגות מהי .Cxpτq ידועה פונקציה עם xptq „ Npµ, σ2q גאוסי תהליך נתון :10.1 דוגמה
?X1 “ xpt1q, X2 “ xpt2q כאשר ,X “ rX1, X2sT של משותפת
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פתרון:

X „ N pµX, CXq(10.2)

„ N

¨

˝

«

ErX1s

ErX2s

ff

,

«

VarrX1s CovrX1, X2s

CovrX1, X2s VarrX2s

ff

˛

‚

µX “

«

E
“

xpt2q
‰

E
“

xpt1q
‰

ff

“

«

µ

µ

ff

(10.3)

CX “

«

Cxp0q Cxpτq

Cxpτq Cxp0q

ff

“ σ2
x

«

1 ρxpτq

ρxpτq 1

ff

(10.4)

LTI מערכת דרך מעבר 10.2

דרך העבור גאוסי, תהליך :(10.3 (תכונה LTI מערכת במוצא גאוסי תהליך מאפייני
ע"י נתונה 9.2.1 לתכונה בהתאם במוצא תוחלת גאוסי. נשאר ,LTI מערכת

Eryptqs “ Erxptqs

8
ż

´8

hpsqds

“ ErxptqsHp0q, HpF q “ F
␣

hptq
(

(9.5 משוואה (ראה Cy pτq מתוך 9.2.1 לתכונה בהתאם מתקבלת covariance מטריצת

Cy pτq “ Cx pτq ˚ h pτq ˚ h p´τq

SypF q “ SxpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2

זאת, עם תקטן. החיזוי יכולת יותר, גדול היה זמן שהפרש ככל ,6.4.3 לתכונה בהתאם
"התרחבות" בגלל ,τ אותו עבור החיזוי יכולת את משפר בהכרח LTI המערכת דרך מעבר

.Cy pτq של

R

Cx(t) y(t)

.10.2 דוגמה עבור RC מעגל :10.1 איור

.(10.1 (איור הקבל על מוצא מתח עם ,RC מעגל ע"י ממומש LPF מסנן נתון :10.2 דוגמה



133LTI מערכת דרך מעבר 10.2

Sy(F )

F1
2πRC

N0

2
1
2

Sx(F ) = N0

2

Py

Sy(F ) = Sx(F )|H(F )|2

.Sxpτq, Sypτq, Py :10.2 הדוגמה עבור המחשה :10.2 איור

,(6.5.3 הגדרה (ראה גאוסי לבן רעש הוא xptq כניסה אות

Rxpτq “
N0

2
δpτq, SxpF q “

N0

2
@F

לחשב: יש

SypF q, Rypτq, Cypτq (א)

.|F | ă F0rHzs של תדרים תחום עבור והספק ,yptq של ממוצע הספק (ב)

.Pr
`

yptq ą 3
˘

והסתברות yptq של התפלגות פרמטרי (ג)

.Pr
´

“

ypt1q ` ypt2q
‰

ą 3
¯

הסתברות (ד)

.Y “

«

ypt1q

ypt3q

ff

של התפלגות פרמטרי (ה)

.α “
1

RC
נסמן .10.2 איור גם ראו פתרון:

HpF q “

1
j2πFC

R ` 1
j2πFC

“
1

1 ` j2πRCF
“

α

α ` j2πF

hptq “ α expp´αtquptq Ð expp´atquptq
F

ðñ
1

a ` j2πF

SypF q “ SxpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2 F
ðñ Ry pτq “ Rxpτq ˚ hpτq ˚ hp´τq

“
N0

2
¨

1

1 ` p2πRCF q
2

“ α
N0

4

2α

α2 ` 4π2F 2
Ð exp

`

´a|t|
˘ F

ðñ
2a

a2 ` 4π2F 2

Rypτq “ F ´1
␣

SypF q
(

“ α
N0

4
F ´1

"

2α

α2 ` 4π2F 2

*

“ α
N0

4
exp

`

´α |τ |
˘
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Cypτq “ Rypτq ´ µ2
y “ Rypτq Ð E

“

yptq
‰

“ �����E
“

xptq
‰

8
ż

´8

hpsqds “ 0

Py “ Ryp0q “ α
N0

4

“

ż 8

´8

SypF qdF “ α
N0

2

ż 8

´8

α

α2 ` 4π2F 2
dF

“
α

2π

N0

2

ż 8

´8

α

2π
ˆ

α

2π

˙2

` F 2

dF Ð

ż

a

a2 ` x2
dx “ arctan

ˆ

x

a

˙

“ α
N0

4

1

π
arctan

ˆ

F
2π

α

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8

´8

“ α
N0

4

1

π

«

π

2
´

ˆ

´
π

2

˙

ff

P “

ż F0

´F0

SypF qdF “ 2

ż F0

0

SypF qdF

“ 2α
N0

4π
arctan

ˆ

F
2π

α

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F0

0

“ 2α
N0

4π
arctan

ˆ

2πF0

α

˙

yptq „ N

ˆ

E
“

yptq
‰

,Var
“

yptq
‰

“ Cyp0q “ α
N0

4
“ Py

˙

yptq „ Np0, Pyq ñ Pr
`

yptq ą 3
˘

“ Q

˜

3
a

Py

¸

Y „ N pµY, CYq

µX “

«

E
“

ypt1q
‰

E
“

ypt2q
‰

ff

Ð E
“

ypt1q
‰

“ E
“

ypt2q
‰

“ 0

CY “

«

Cyp0q Cypτ “ t1 ´ t2q

Cypτq Cyp0q

ff

Ð Cypτq “ Rypτq “ α
N0

4
expp´ατq

E
“

ypt1q ` ypt2q
‰

“ 0

Var
“

ypt1q ` ypt2q
‰

“ Var
“

ypt1q
‰

` 2Cov
“

ypt1q,ypt2q
‰

` Var
“

ypt2q
‰

“ Py ` 2Cypτq ` Py “ 2Py

`

1 ` expp´ατq
˘

Pr
´

“

ypt1q ` ypt2q
‰

ą 3
¯

“ Q

¨

˚

˝

3
b

2Py

`

1 ` expp´ατq
˘

˛

‹

‚

.6.4.3 לתכונה בהתאם ,Cxpτq Ñ 0 גדול, מספיק τ זמנים הפרש עבור
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קטנים) שינויים (עם מופיע ,F ´1
␣

SypF q
(

דרך שלא הזמן, במישור Rypτq של החישוב
לעיל. 9.4 בדוגמה

להלם תגובה בעלת (אינטגרטור) ומערכת גאוסי לבן רעש xptq אות נתון :10.3 דוגמה

hptq “

$

’

&

’

%

1

2T
t P r´T, T s

0 אחרת

h(t)

T−T

1/2T

t F

|H(F )|2

.yptq של התפלגות ופרמטרי SypF q, Py חשב

המערכת: פעולת ניתוח פתרון:

yptq “ xptq ˚ hptq “

ż 8

´8

xpsqhpt ´ sqds

“
1

2T

ż

|t´s|ďT

xpsqds

“
1

2T

ż t`T

t´T

xpsqds

HpF q “ F
␣

hptq
(

“
1

2T

ż T

´T

ej2πFtdt “
sinp2πFT q

2πFT
“

sinpΩT q

ΩT

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
“

sin2p2πFT q

p2πFT q
2

הפתרון: המשך

SypF q “
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
SxpF q

F
ðñ Ry pτq “ Rx pτq ˚ h pτq ˚ h p´τq

“
sin2p2πFT q

p2πFT q
2

N0

2

Py “

ż 8

´8

SypF qdF

“
N0

2

ż 8

´8

sin2p2πFT q

p2πFT q
2 dF

“
N0

2

ż 8

´8

ˇ

ˇhptq
ˇ

ˇ

2
dt

loooooomoooooon

hpτq˚hp´τq|τ“0

Ð Parsevall כלל
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“
N0

2

1

4T 2

ż T

´T

dt “
N0

2

1

2T

“ Ryp0q “ Cyp0q

E
“

yptq
‰

“ �����E
“

xptq
‰

8
ż

´8

hpsqds “ 0

yptq „ N
´

E
“

yptq
‰

,Var
“

yptq
‰

“ Cyp0q

¯

„ N

ˆ

0,
N0

4T

˙

של חזרה יותר ל"החלקה" גורם T של גדול יותר ערך באינטגרטור, ומדובר מאחר הערה:
האות.

רציף) (זמן צר-סרט רעש 10.3

:(10.2 (הגדרה צר-סרט רעש

מהצורה BPF או LPF במסנן לבן רעש העברת אחרי מתקבל גאוסי צר-סרט רעש

(10.5) HpF q “

$

&

%

1 F P B

0 אחרת
,

מהצורה ספקטראלית הספק צפיפות בעל רעש והוא

SxpF q “

$

’

&

’

%

N0

2
|F | ď B

0 אחרת
, SypF q “

$

’

&

’

%

N0

2
Fc ´ B

2
ď |F | ď Fc ` B

2

0 אחרת

(10.6)
.10.3 באיור האפשרויות שני מתוך אחת היא המתקבלת התוצאה כאשר

Sy(F )

F

B

N0

2

Fc−Fc

Sx(F )

F

B

N0

2

B−B

צר-סרט לבן רעש של ספקטראלית הספק צפיפות :10.3 איור
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:(10.4 (תכונה צר-סרט רעש תכונות

E
“

xptq
‰

“ E
“

yptq
‰

“ 0(10.7)

Px “

ż

2B

SxpF qdF “

ż

2B

N0

2
dF “ 2B

N0

2
“ N0B “ Rxp0q(10.8)

Py “

ż

2B

SypF qdF “

ż

2B

N0

2
dF “ 2B

N0

2
“ N0B “ Ryp0q(10.9)

Rxpτq “ F ´1
␣

SxpF q
(

(10.10)

“
N0

2

ż B

´B

exppj2πFτqdF “
N0

2

ej2πBτ ´ e´j2πBτ

j2πτ

“
N0

2

1

πτ
sinp2πBτq “ N0B

sinp2πBτq

2πBτ

“ N0B sincp2πBτq “ Cxpτq

Rypτq “ F ´1
␣

SypF q
(

“ N0B
sinpπBτq

2πBτ

´

e´2πFcτ ` e2πFcτ
¯

(10.11)

“ N0B
sinpπBτq

πBτ
cosp2πFcτq

“ N0B sincpπBτq cosp2πFcτq “ Cypτq

xptq „ N
´

0, σ2
x “ Cxp0q “ Px “ N0B

¯

(10.12)

yptq „ N
´

0, σ2
y “ Cyp0q “ Py “ N0B

¯

(10.13)

הזה במקרה .Fc “ B{2 כאשר הוא τ “ 0 עבור Rxpτq, Rypτq בין הקשר

Rypτq “ N0B sincpπBτq cosp2πFcτq

“ N0B
1

πBτ
sinpπBτq cospπBτq Ð sinpxq cospxq “

1

2
sinp2xq

“ N0B
sinp2πBτq

2πBτ
“ N0B sincp2πBτq

Ryp0q “ Rxp0q “ N0B

.Rxpτq “ Cxpτq « 0 שמתקיים ,τ ě τc עבור להניח ניתן ,Cxpτc “ 1
2B

q “ 0 כאשר
את החוצה אוטו-קורלציה פונקציה בהם המקרים עבור מקובלת הנחה זוהי כללי, באופן

ה-0. ערך

:(10.3 (הגדרה קורלציה זמן

מתקיים עבורו ,τc של קטן הכי ערך הוא xptq האות עבור קורלציה זמן

ρxpτcq « ρc

ההגדרה .0.1, expp´1q, 0.5 הם השימוש, לתחום בהתאם ,ρc של המקובלים ערכים
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.(ρxrkcs (רושמים זהה היא בדיד זמן עבור

שאלות 10.4

.yptq “
d

dt
xptq (גוזר), מערכת נתונה (גוזר) 10.1

בעל גאוסי אקראי תהליך היא הכניסה

Erxptqs “ 0,

Rxpτq “ σ2
xe

´α2τ2

.SxpF q, SypF q, Py חשב:
? yptq האות של (PDF) הפילוג צפיפות מהו ,xptq „ Np0, σ2

xq של פילוג בהנתן

.xptq,yptq תהליכים נתונים מערכת) (ניתוח 10.2
הבאים: מאפיינים בעל xptq

גאוסי �

סטציאונרי �

E
“

xptq
‰

“ 0 �

Rxpτq “ exp

˜

´
|τ |

4

¸

�

yptq “ xptq ` cosp2π30tq

.xptq של הממוצע הספק חשב .1

.|F | ă 4Hz של תדרים תחום עבור xptq של ממוצע הספק חשב .2

.Pr
`

xp1q ą 3
˘

הסתברות חשב .3

.Pr
´

“

xp0q ` xp1q
‰

ą 3
¯

הסתברות חשב .4

.yptq של ממוצע והספק Var
“

yptq
‰

חשב .5

?WSS בתהליך מדובר האם .E
“

yptq
‰

, Rypt, t ` τq חשב .6

גאוסי, ,WSS הבאות: תכונות בעל xptq אקראי תהליך נתון מערכת) (ניתוח 10.3
הבאות: מערכות 2 דרך עובר התהליך .E

“

xptq
‰

“ 0, Rxpτq “ 10δpτq

H1(F )x(t) H2(F )
y(t)

z(t)
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H1pF q “

$

&

%

1, |F | ă 3

0, אחרת

H2pF q “ exp

˜

´
F 2

4

¸

.Py הספק לחשב יש (א)

במידה ,Qpxq הפונקציה של מספרי לערך להגיע חובה אין הבאים: סעיפים עבור הבהרה
בתשובה. ומופיעה

.Pr
`

yptq ą 3
˘

הסתברות לחשב יש (ב)

.Pz הספק לחשב יש (ג)

עבור

«

yptq

zptq

ff

של המשותפת התפלגות מהי (ד)

H1(F )x(t)

H2(F )

y(t)

z(t)

ומערכות) גאוסיים (אותות 10.4
.y1rns,y2rns,y3rns ומוצא xrns כניסה בעלי h1rns, h2rns, h3rns מערכות 3 נתונות

(מסננים המערכות של תדר תגובות .Rxrks “ 4δrks בעל גאוסי לבן רעש הוא הכניסה האות
מוחלט), ערך הוא 10.4 איור השהייה, עם אידיאליים

H1pfq “

$

&

%

e´j2πf |f | ď 0.15

0 אחרת
, H2pfq “

$

&

%

e´j2πf 0.1 ď |f | ď 0.2

0 אחרת
,

H3pfq “

$

&

%

e´j2πf 0.2 ď |f | ď 0.3

0 אחרת

שאלה:

ההתפלגות סוג את לפרט יש ?

»

—

–

y1rns

y2rns

y3rns

fi

ffi

fl

הוקטור של המשותפת התפלגות מהי (10.5 (איור (א)

הפרמטרים. וכל המשופת

בעל גאוסי רעש הוא הכניסה אות כאשר הקודם, הסעיף על לחזור יש (ב)

Rxrks “ 4 exp
`

´ |k|
˘
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1

0.15

1

0.1 0.2

1

0.30.2

.(10.4 (שאלה המערכות של אמפליטודה תגובות :10.4 איור

.(10.4 (שאלה וב' א' סעיפים עבור :10.5 איור

מהצורה משותפת גאוסית התפלגות יש y2rns,y3rns שלאותות ידוע, (10.6 (איור (ג)

«

y2rns

y3rns

ff

„ N

¨

˝

«

E
“

y2rns
‰

E
“

y3rns
‰

ff

,

«

Cy2r0s Cy23r0s

Cy23r0s Cy3r0s

ff

˛

‚

ההתפלגות? של הפרטמרים מהם
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.(10.4 (שאלה ג' סעיף עבור :10.6 איור



11 פרק

בדיד זמן - LTI מערכת

בדיד. בזמן מערכת דרך אקראי אות מעבר של ניתוח מטרה:

הפרק תוכן
142 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הקדמה 11.1

142 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . התדר ומישור הזמן מישור 11.1.1

144 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Z במישור ניתוח 11.1.2

145 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . FIR מערכות 11.2

150 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . IIR מערכות 11.3

154 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 11.4

הקדמה 11.1

התדר ומישור הזמן מישור 11.1.1

קונבולוציה
בדידה

הקשר מתקיים בדיד בזמן מערכת עבור

(11.1) yrns “ xrns ˚ hrns “

8
ÿ

m“´8

hrmsxrm ´ ns, Y pfq “ HpfqXpfq,

.((6.50) (משוואה Xpfq “
ř8

n“´8 xrnse´j2πfn כאשר

h[n]x[n] y[n]

בכניסה, אקראי אות עבור גם מתקיים קונבולוציה ע"י בזמן הקשר כמובן,

(11.2) yrns “ xrns ˚ hrns “
ÿ

m

hrmsxrn ´ ms
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הוא המוצא ,LTI למערכת WSS כניסה אות בהינתן :(11.1 (תכונה לסטציאונריות תנאי
יציבה. היא המערכת אם ורק אם WSS גם

דווקא מוגבל אינו אבל בלבד, יציבות למערכות מוגבל לעיל ושונות תוחלת של הניתוח
סיבתיות. למערכות

גאוסיים. אותות של מאפיינים לרבות בדיד, זמן עבור גם זהות רציף זמן של התכונות כל

המערכת במוצא WSS תהליך תוחלת :(11.2 (תכונה (9.2.1 תכונה של (מקבלה תוחלת
ע"יתוחלת נתון

(11.3) E
“

yrns
‰

“ µx

ÿ

m

hrms “ µxHpf “ 0q

הוכחה.

E
“

yrns
‰

“ E
“

hrns ˚ xrns
‰

“ E

«

ÿ

m

hrmsxrn ´ ms

ff

“
ÿ

m

hrmsE
“

xrn ´ ms
‰

“ µx

ÿ

m

hrms “ µxHp0q

החישוב בכניסה, גאוסי לבן רעש עבור :(11.3 (תכונה לבן רעש עבור מוצא שונות
.שונות

ř

m h2rms פי שונות של "הגבר" מראה הזמן במישור

הוכחה.

(11.4)

Var
“

yrns
‰

“ Var

«

ÿ

m

hrmsxrn ´ ms

ff

“
ÿ

m

h2rmsVar
“

xrn ´ ms
‰

בזמן תלות אי בגלל

“ σ2
ÿ

m

h2rms “ Cyr0s Ð Var
“

xrns
‰

“ Cxr0s

של הדגימות בין תלות) (ואי קורלציה חוסר על מבוסס (11.4) במשוואה שונות חישוב
.(3.33) להמשוואה בהתאם לבן, רעש

גם (ראה דגימות זוג עבור :(11.4 (תכונה גאוסי אות של דגימות זוג התפלגות
אקראי וקטור לבנות ניתן ,X1 “ xrns, X2 “ xrn ` ks בדיד בזמן (10.1 דוגמה

ע"י נתונות משותפות שונויות עם ,X “ rX1, X2sT

CovrX1, X1s “ CovrX2, X2s “ VarrX1s “ VarrX2s

“ Var
“

xrns
‰

“ Cxr0s “ σ2
x(11.5א)
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CovrX1, X2s “ CovrX2, X1s “ Cxrks.(11.5ב)

היא המתקבלת covariance מטריצת

CX “

«

Cxp0q Cxrks

Cxrks Cxr0s

ff

“ σ2
x

«

1 ρxrks

ρxrks 1

ff

ð ρxrks “
Cxrks

Cxr0s
“

Cxrks

σ2
x

(11.6)

Z במישור ניתוח 11.1.2

אותות עבור פוריה בהתמרת לשימוש בדומה ,Z במישור ביצועם ע"י החישובים את לעשות ניתן
DTFT בהתמרת והשימוש רציף זמן אותות עבור Laplase בהתמרת השימוש כאשר רציף, בזמן

נוח. פחות הרבה בד"כ הוא בדיד בזמן אותות עבור
מאוד דומה ההספק גם .(9.8) ,(9.5) למשוואות בדומה לקבל ניתן בדיד זמן במישור הקשרים

לדוגמה, האותות. לניתוח Z בהתמרת להישתמש ניתן בנוסף, .9.3 בתכונה שהוגדר למה

(11.7) Rxyrks “ Rxrks ˚ hrks Sxypfq “ SxpfqHpfq Sxypzq “ SxpzqHpzq ,

כאשר
(11.8) Sxpzq “ Z

␣

Rxrns
(

.

:(11.1 (הגדרה Z התמרת

הקשר ע"י מוגדרת Z התמרת

(11.9) Hpzq “ Z
␣

hrns
(

“

8
ÿ

k“´8

hrksz´k.

:(11.5 (תכונה קונבולוציה

(11.10) yrns “ xrns ˚ hrns
Z

ÐÑ Y pzq “ HpzqXpzq

:(11.6 (תכונה בזמן שיקוף

(11.11) Z
␣

hr´ns
(

“ H
´

z´1
¯

“ H
`

1{z
˘

:(11.2 (הגדרה LTI מערכת של תמסורת פונקציית

ע"י נתונה מערכת של תמסורת פונקציית

(11.12) Hpzq “ Z
␣

hrns
(

“
Bpzq

Apzq
.

מתקיים בפרט,

(11.13) Z
␣

hrns ˚ hr´ns
(

“
BpzqBpz´1q

ApzqApz´1q
.
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מהצורה לחישוב חשוב הזה הקשר

(11.14) Ryrks “ Rxrks ˚ hrns ˚ hr´ns
Z

ÐÑ Sypzq “ SxpzqHpzqHpz´1q

.Py “ Ryr0s כגון הנלווים, וחישובים

בתוך הינם Apzq של השורשים וסיבתית, יציבה מערכת עבור :(11.7 (תכונה יציבות
יחידה. מעגל

.11.1.1 לתכונה שלה הקשר בגלל חשובה התכונה

FIR מערכות 11.2

להלם סופית תגובה עם מערכות :(11.8 (תכונה FIR

hrns “
␣

b0, b1, . . . , bN
(

מהצורה התמרה בעלי ,N ` 1 באורך

(11.15) Hpzq “ Bpzq “ b0 ` b1z
´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bNz

´N

יציבות. תמיד FIR מערכות להגדרתם, בהתאם :(11.9 (תכונה יציבות

(6.9 הדוגמה על חזרה היתר, (בין :11.1 דוגמה
בעלת מערכת דרך עובר האות .(WGN) גאוסי לבן רעש הוא xrns „ Np0, σ2q כניסה האות

.hrns “
␣

1
2
, 1
2

(

להלם תגובה
לחשב: יש

.yrns התפלגות ,Py הספק ,Var
“

yrns
‰

, E
“

yrns
‰

(א)

.Sypfq ספקטראלית הספק צפיפות (ב)

.Ryrks (ג)

.y “

«

yrn1s

yrn2s

ff

של משותפת התפלגות (ד)

דגשים: פתרון:

6.9 בדוגמה ובהמשך לבן, רעש של סטציאונריות בתכונת שימוש נעשה 6.7 בדוגמה �
התדר. בתכונות שימוש נעשה

מערכות. של בתכונות שימוש תוך הדוגמה את נפתור להלן �

E
“

yrns
‰

“ ���Erxs
ÿ

m

hrms “ 0(11.16)
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Var
“

yrns
‰

“ σ2
ÿ

m

h2rms “ σ2

«

ˆ

1

2

˙2

`

ˆ

1

2

˙2
ff

“
σ2

2
(11.17)

Py “ Ryr0s (6.4.3 (11.18)(הגדרה

“ Cyr0s Ð E
“

yrns
‰

“ 0

“ Var
“

yrns
‰

yrns „ N

˜

E
“

yrns
‰

“ 0,Var
“

yrns
‰

“
σ2

2

¸

(11.19)

−1

2

1

2

f

Sy(f)

Py

Sx(f) = σ2

התדר במישור ניתוח

hrns “
1

2
δrns `

1

2
δrn ´ 1s(11.20)

Hpfq “
1

2
`

1

2
e´j2πf “

1

2
e´jπf

”

ejπf ` e´jπf
ı

“ e´jπf cospπfq(11.21)

ˇ

ˇHpfq
ˇ

ˇ

2
“ HpfqH˚pfq “

ˆ

1

2
`

1

2
e´j2πf

˙ˆ

1

2
`

1

2
ej2πf

˙

(11.22)

“
1

2

“

1 ` cosp2πfq
‰

“ cos2pπfq

Sxpfq “ σ2(11.23)

Sy pfq “ Sx pfq
ˇ

ˇHpfq
ˇ

ˇ

2
“ DTFT

␣

Ryrks
(

(11.24)

“
σ2

2

“

1 ` cosp2πfq
‰

“
σ2

2

„

1

2
exptj2πfu ` 1 `

1

2
expt´j2πfu

ȷ

Py “

ż 1
2

´ 1
2

Sypfqdf “

ż 1

0

Sypfqdf “ 2

ż 1
2

0

Sypfqdf(11.25)

“ σ2

ż 1
2

0

“

1 ` cosp2πfq
‰

df

Ò

ż

“

1 ` cosp2πxq
‰

dx “ x `
sinp2πxq

2π
(11.26)

:Ryrks חישוב
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הזמן במישור קונבולוציה חישוב - א' דרך �

(11.27)

Ryrks “ Rxrks ˚ hrns ˚ hr´ns

“ Rxrks ˚

N´1
ÿ

n“0

hrnshrn ` ks

“ σ2δrks ˚

!1

2
Ò

,
1

2

)

˚

!1

2
,
1

2
Ò

)

“ σ2
!1

4
,
1

2
Ò

,
1

4

)

“
σ2

2
δrks `

σ2

4
δrk ´ 1s `

σ2

4
δrk ` 1s “ Cyrks

:Matlab ע"י hrns ˚ hr´ns של חישוב

conv(h, fliplr (h))

הקונבולוציה לחישוב Z בהתמרת שימוש - ב' דרך �

(11.28) Ryrks “ Rxrks ˚ hrns ˚ hr´ns
Z

ÐÑ Sypzq “ SxpzqHpzqHpz´1q

הממתקבל: וחישוב

Hpzq “
1

2
`

1

2
z´1, z ‰ 0

H

ˆ

1

z

˙

“
1

2
`

1

2
z, |z| ‰ 8

Sxpzq “ σ2

Sypzq “ SxpzqHpzqHpz´1q

“ σ2

ˆ

1

2
`

1

2
z´1

˙ˆ

1

2
`

1

2
z

˙

“ σ2

ˆ

1

4
z `

1

2
`

1

4
z´1

˙

|z| ‰ 0,8

Ryrks “ Z ´1
␣

Sypzq
(

הדרכים. שתי עבור זהה היא התשובה כמובן,

(6.9 (דוגמה מתקיים - ג' דרך �

Ryrks “ DTFT´1
␣

Sypfq
(

הפתרון: המשך

Y „ N pµY, CYq

µY “

«

E
“

yrn1s
‰

E
“

yrn2s
‰

ff

Ð E
“

yrn1s
‰

“ E
“

yrn2s
‰

“ 0
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CY “

«

Cyr0s Cyrks

Cyrks Cyr0s

ff

k “ |n1 ´ n2|

תלויים, בלתי הם yrn1s,yrn2s של הערכים ,k ě 2 של במקרה ,Cyrks לחישוב בהתאם
kc “ 2 הוא (10.3 (הגדרה קורלציה שזמן לציין גם ניתן קורלציה. וחסרי אורטוגונליים

.ρc ă 0.5 עבור

מוצא אות בעלת (אינטגרטור) ומערכת גאוסי לבן רעש שהוא wrns אות נתון :11.2 דוגמה

xrns “
1

N

“

wrns ` wrn ´ 1s ` ¨ ¨ ¨ ` wrn ´ N ` 1s
‰

“
1

N

N´1
ÿ

m“0

wrn ´ ms

חשב: .(10.3 לדוגמה מקבילה (דוגמה

.xrns “ hrns ˚ wrns המערכת, של להלם תגובה �

.xrns של התפלגות פרמטרי �

להלם תגובה � פתרון:

hrns “
1

N
¨
␣

1, . . . , 1
(

Hpzq “
1

N

”

1 ` z´1 ` ¨ ¨ ¨ ` z´pN´1q
ı

z ‰ 0

.wrns של אחרונות דגימות N של מיצוע מבצע המערכת

h[n]

N − 1

1
N

h[n] ∗ h[−n]

N − 1−(N − 1)0

1
N

Z מישור - א' דרך �

Sxpzq “ SwpzqHpzqHpz´1q

“ σ2HpzqHpz´1q

Rxrks “ Z ´1
␣

Sxpzq
(

נוח. פחות הוא Z במישור הפתרון הזה במקרה

10.2 התכונה על מתבסס החישוב הזמן: מישור - ב' דרך �

E
“

xrns
‰

“ E
“

wrns
‰

ÿ

n

hrns “ �����
E
“

wrns
‰

Hpz “ ej0 “ 1q “ 0

Rxrks “ Rwrks ˚ hrks ˚ hr´ks

“ σ2
`

δrks ˚ hrks
˘

˚ hr´ks
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“ σ2hrks ˚ hr´ks

“ σ2
N´1
ÿ

n“0

hrnshrn ` ks

Rxr0s “ σ2
N´1
ÿ

n“0

h2rns “ σ2

ˆ

1

N2
` ¨ ¨ ¨

1

N2

˙

“
σ2

N
“ Cxr0s “ Var

“

xrns
‰

xrns „ N

˜

E
“

xrns
‰

“ 0,Var
“

xrns
‰

“
σ2

N

¸

וסטציאונריות wrns של הדגימות בין תלות באי שימוש תוך חישוב - ג' דרך �

Var
“

xrns
‰

“
1

N2
Var

»

–

N´1
ÿ

m“0

wrn ´ ms

fi

fl

“
1

N2

N´1
ÿ

m“0

Var
“

wrn ´ ms
‰

“
1

N2

´

σ2 ` ¨ ¨ ¨ ` σ2
¯

“
1

N2
σ2N “

σ2

N

יותר. נמוכה היא המוצא שונות יותר, גבוה N של שערך ככל לסיכום, �

Var
“

xrns
‰

של לסימולציה דוגמה �w = randn(1,1e6);
N = 5;
x = filter(1/N*ones(1,N),1,w);
var(x)

לפעולה מאוד דומה בזמן האות הגבלת עצם סופי, באורך אות כשלוקחים הערה: �
.1{N של בפקטור להכפלה פרט המערכת, של
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IIR מערכות 11.3

מהצורה התמרה בעלי להלם, אינסופית תגובה עם מערכות :(11.10 (תכונה IIR

(11.29) Hpzq “
Bpzq

Apzq
“

b0 ` b1z
´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bNz

´N

a0 ` a1z´1 ` ¨ ¨ ¨ ` aMz´M

מהצורה אקראי תהליך נתון :11.3 דוגמה

xrns “ axrn ´ 1s ` wrns,

גאוסי. לבן רעש הוא wrns „ Np0, σ2q כאשר

סטציאונרי? לתהליך תנאי מהו �

.E
“

xrns
‰

חשב �

.Rxrks, Cxrks, Px חשב �

מקדים ניתוח � פתרון:

Xpzq “ az´1Xpzq ` W pzq

Hpzq “
1

1 ´ az´1
, |z| ą |a|

Z
ÐÑ hrns “ anurns

Xpfq “ X
´

z “ ej2πf
¯

“
1

1 ´ ae´j2πf
, |a| ă 1

,Hpzq של ליציבות לתנאי שקול xrns עבור WSS-ל התנאי ,WSS הוא wrns-ו מאחר �
מערכת עבור חישובים לעשות ניתן לא .(11.1.2 וגם 9.2 תכונה (ראה |a| ă 1 שהוא

יציבה! לא

(11.3)תוחלת משוואה ע"פ - א' דרך - תוחלת חישוב �

(11.30) µx “ ��µw

ÿ

m

hrms “ 0

xrns של WSS תכונת על מתבסס - ב' דרך - תוחלת חישוב �

(11.31)

E
“

xrns
‰

“ aE
“

xrn ´ 1s
‰

`�����E
“

wrns
‰

µx “ aµx

µx “ 0
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א'שונות דרך - Px והספק Var
“

xrns
‰

שונות חישוב �

(11.32)

Var
“

xrns
‰

“ Cxr0s “ Rxr0s “ Px

“ Var
“

wrns
‰

ÿ

m

h2rms

“ σ2
8
ÿ

m“0

´

a2
¯n

Ð

8
ÿ

n“0

rn “
1

1 ´ r
|r| ă 1

“ σ2 1

1 ´ a2

תוחלת) חישוב של ב' לדרך (בדומה ב' דרך - Px והספק Var
“

xrns
‰

שונות חישוב �

(11.33)

Var
“

xrns
‰

“ Var
“

axrn ´ 1s ` wrns
‰

“ a2Var
“

xrns
‰

` Var
“

wrns
‰

Var
“

xrns
‰

“ a2Var
“

xrns
‰

` σ2

Sxpfq החישוב ע''י התדר, במישור ג') (דרך Px הספק חישוב �

DTFT להתמרת Z התמרת בין לקשר בהתאם

Xpfq “ X
´

z “ ej2πf
¯

“
1

1 ´ ae´j2πf

ˇ

ˇXpfq
ˇ

ˇ

2
“

1

1 ´ ae´j2πf
¨

1

1 ´ aej2πf
“

1

1 ` a2 ´ 2a
ejω ` e´jω

2

“
1

1 ` a2 ´ 2a cosp2πfq

Sxpfq “ Swpfq
ˇ

ˇXpfq
ˇ

ˇ

2

“
σ2

1 ` a2 ´ 2a cosp2πfq

Px “

ż 1{2

´1{2

Sxpfqdf “ 2

ż 1{2

0

Sxpfqdf

“ 2σ2

ż 1{2

0

σ2

1 ` a2 ´ 2a cosp2πfq
df

“ 2σ2 1

πp1 ´ a2q
arctan

ˆ

1 ` a

1 ´ a
tanpπfq

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1{2

0

“ 2σ2 1

πp1 ´ a2q

π

2
“ σ2 1

1 ´ a2
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הזמן מישור - א' דרך - Rxrks חישוב �

(11.34)

Rxrks “ Rwrks ˚ hrns ˚ hr´ns

“ σ2δrks ˚
`

anurns
˘

˚

´

a´nur´ns

¯

“ σ2
`

anurns
˘

˚

´

a´nur´ns

¯

בקשר להיעזר אפשר לכן נוח, תמיד לא הוא ישיר חישוב

(11.35)

hrks ˚ hr´ks “
ÿ

m

hrmshrm ` ks

“

8
ÿ

m“´8

amurmsam`kurm ` ks

“ ak
8
ÿ

m“0

a2murm ` ks

בערכי ראשון בשלב להתמקד ניתן Rxrks “ Rxr´ks של סימטריה תכונת בגלל
מתקיים: עבורם ,k ě 0

ak
8
ÿ

m“0

a2murm ` ks “ ak
8
ÿ

m“0

a2m “ ak
1

1 ´ a2
(11.36)

לסיכום,

(11.37)

Rxrks “
σ2

1 ´ a2
ak k ě 0

Rxrks “ Rxr´ks ñ Rxrks

“
σ2

1 ´ a2
a|k| @k

.11.2 רציף), (זמן 9.4 לדוגמאות בדומה הוא זה פתרון

בהפרשים משוואת - ב' דרך - Rxrks חישוב �

תוחלת ומחשבים xrn ´ ks-ב האות את מכפילים

xrnsxrn ´ ks “ axrn ´ 1sxrn ´ ks ` wrnsxrn ´ ks

E
“

xrnsxrn ´ ks
‰

“ E
“

axrn ´ 1sxrn ´ ks
‰

` E
“

wrnsxrn ´ ks
‰

Rxrks “ aRxrk ´ 1s `�����
E
“

wrns
‰

E
“

xrn ´ ks
‰

Rxrks “ aRxrk ´ 1s “ a2Rxrk ´ 2s “ a3Rxrk ´ 3s “ ¨ ¨ ¨

Rxrks “ akRxr0s “ ak
σ2

1 ´ a2
k ě 0

כעובר ,wrns לאות להתיחס (ורצוי) ניתן כאשר ,Z מישור - ג' דרך - Rxrks חישוב �
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.Hpzq “
1

1 ´ az´1
, |z| ą |a| המערכת דרך

Sxpzq “ SwpzqHpzqHpz´1q

“ σ2 1

1 ´ az´1
¨

1

1 ´ az

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą |z| ą |a|

“ σ2 z

z ´ a
¨

1

1 ´ az

“ σ2

„

A1z

z ´ a
`

A2z

1 ´ az

ȷ

ñ A1z ´ aA1z
2 ` A2z

2 ´ aA2z “ z

$

&

%

pA2 ´ aA1q z
2 “ 0

pA1 ´ aA2q z “ z
ñ

$

’

’

&

’

’

%

A1 “
1

1 ´ a2

A2 “
a

1 ´ a2

“
σ2

1 ´ a2

«

1

1 ´ az´1
´

1

1 ´ 1
a
z´1

ff

החישוב את לפשט ניתן לכן, אנטי-סיבתי. הוא H
`

z´1
˘

סיבתי, הוא Hpzq-ו מאחר
בלבד. סיבתי קוטב עבור

Rxrks
kě0

“
σ2

1 ´ a2
Z ´1

"

1

1 ´ az´1

*

“
σ2

1 ´ a2
akurks

Rxrks “ Rxr´ks ñ Rxrks “
σ2

1 ´ a2
a|k|

ישירות, אנטי-סיבתי חלק של חישוב לעשות גם ניתן כמובן,

Z ´1

$

’

’

&

’

’

%

´
1

1 ´
1

a
z´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ą |z|

,

/

/

.

/

/

-

“

ˆ

1

a

˙´n

ur´n ´ 1s “ anur´n ´ 1s.

חישוב לבצע ניתן תאורטית, התדר. מישור - ד' דרך - Rxrks חישוב �
.Rxrks “ DTFT´1

␣

Sxpfq
(

סימולציה - ה' דרך - Rxrks חישוב �sigma = 1; a = 2/3;
w = sigma*randn(1,1e6);
x = filter(1,[1 -a],w);
[R,lags] = xcov(x,10,'unbiased');
stem(lags,[R; sigma^2/(1-(a)^2)*(a).^abs(lags)]')
legend('Simulation','Theory')
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שאלות 11.4

בעלת מערכת דרך עובר wrns „ Np0, 1q גאוסי לבן רעש נתון סימולציה) ו/או (תאוריה 11.1
להלם תגובה

hrns “

”

1 1
2

1
4

1
8

1
16

1
32

ı

.xrns ב- מסומן המערכת מוצא
.Rxr3s לחשב יש

להלם תגובה בעלת המערכת דרך העובר wrns „ Np0, 1q לבן רעש נתון 11.2

h0rns “

"

1

2
,
1

2
,
1

2

*

להלם תגובה בעלת מערכת דרך עובר התהליך .xrns בדיד אקראי תהליך מתקבל במוצא

h1rns “

!

1,
1

2

)

.yrns ב- המערכת מוצא נסמן

h1[n]

x[n]

y[n]

h2[n] z[n]

h0[n]w[n]

חלקים 3 כוללת מערכות :11.1 איור

חשב:

.xrns של ממוצע הספק ,E
“

xrns
‰

, Rxrks .1

מהצורה לינארי חיזוי מקדמי את (מספרית) חשב .2

x̂rn ` 1s “ axrns ` bxrn ´ 1s

מתקבלת. חיזוי שגיאת ואת

.yrns של הממוצע והספק Ryrks חשב .3

מערכת נתונה .4
h2rns “

␣

h0, h1

(

h0, h1 ‰ 0 של ערכים ישנם האם .zrns ב- המערכת מוצא סמן ,xrns כניסה עבור
תשובתך! את הוכח קורלציה. חסרי הם yrns, zrns האותות עבורם
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פונקציית בעלת מערכת דרך עובר wrns „ Np0, 1q גאוסי לבן רעש נתון (סימולציה) 11.3
תמסורת

Hpzq “
1

1 ´ 0.1z´1

.xrns ב- מסומן המערכת מוצא
.Rxr1s של ערך סימולציה ע"י לחשב יש

להציב יש .LTI מערכת דרך אקראי אות מעבר לנתח היא התרגיל של מטרה (סימולציה) 11.4
הגיוניים. מספריים ערכים התרגיל לאורך הפרמטרים בכל

.σ2
w שונות בעל גאוסי לבן רעש היא ,xrns למערכת, הכניסה �

.yrns ב- מסומן מוצא אות �

.Hpfq התדר, ותגובת ,hrns להלם, תגובה בעלת מערכת �

הגרף את תואם המתקבל הגרף האם .Rxrks כניסה, אות של אוטו-קורלציה לחשב יש (א)
התאורטי?

.Hpfq התדר, ותגובת ,hrns המתקבלת, להלם תגובה להציג יש .BPF מסנן לתכנן נדרש (ב)

xrns מתוך ישיר החישוב מבוססת התוצאה האם מוצא. אות של ושונות ממוצע לחשב יש (ג)
?((11.4),(11.3) (משוואות hrns להלם תגובה על המבוסס החישוב של התוצאה את תואמת

PDF-ל השוואה לרבות גאוסי, הוא המוצא אות שהתפלגות היסטוגרמה, ע''י להראות יש (ד)
הקודם. מסעיף פרמטרים עם התאורטי

הבאות: מהדרכים מתקבלות תוצאות של בהשוואה מדובר הבאים: לסעיפים דגש

שלו, התדר ותגובת hrns המסנן, של המספרית להלם תגובה מבוססת התוצאה �
להשתמש (אפשר התאורטיות נוסחאות מבוסס זה במקרה מספרי החישוב .Hpfq

מוכנות). בפקודות

.yrns מהמסנן, מוצא אות המבוססת ישיר חישוב תוצאת �

ישיר חישוב מבוססת התוצאה האם .Ryrks מוצא, אות של אוטו-קורלציה לחשב יש (ה)
הנוסחא על המבוסס החישוב של התוצאה את תואמת yrns מתוך (xcorr (פקודה

שבדוגמא? (11.27)

של ותוצאה ((9.8) (משוואה
ˇ

ˇHpfq
ˇ

ˇ

2
מבוססת ספקטראלית הספק צפיפות להשוואת יש (ו)

.Welch periodogram ע''י Sypfq חישוב

מבוססת התוצאה האם .Rxyrks מוצא, לאות כניסה אות בין קרוס-קורלציה לחשב יש (ז)
הנוסחא על המבוסס החישוב של התוצאה את תואמת xrns,yrns מתוך ישיר חישוב

?Rxrks ˚ hrns

המערכת מוצא ב'). לסעיף בדומה נוסף מסנן לתכנן (יש במקביל BPF מסנני זוג נתונות (ח)
.Ryzrks מוצא, לאות כניסה אות בין קרוס-קורלציה לחשב יש .zrns ב- יסומן השניה
החישוב של התוצאה את תואמת yrns, zrns מתוך ישיר חישוב מבוססת התוצאה האם

(9.17א))? (משוואה Rxrks ˚ h1r´ns ˚ h2rns הנוסחא על המבוסס



12 פרק

מתואם מסנן

(גאוסי). הרעש בתוך ידועה צורה בעלי האותות של מייטבי גילוי מטרה:

הפרק תוכן
156 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הבעיה הגדרת 12.1

157 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . המסנן פיתוח 12.2

157 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . לרעש אות יחס ניתוח 12.2.1

158 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . למסנן ביטוי 12.2.2

159 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . גאוסי לבן רעש 12.3

162 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . סיכום 12.4

163 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 12.5

הבעיה הגדרת 12.1

:(12.1 (איור הבאות כניסות סכום בעלת LTI מערכת נתונה

ידועה צורה בעל אות - xptq �

ידועה. SnpF q בעל רעש - nptq �

h(t)
x(t) + n(t) y(t) + v(t)

בהתאם. ובמוצא, בכניסה רעש ` אות עם LTI מערכת :12.1 איור

מוצא: הספקי ורעש. אות של סופר-פוזיציה ע"י המערכת את לנתח ניתן

הרעש ע"יהספק נתון הרעש של ממוצע הספק �

(12.1) Pv “

ż 8

´8

Sn pfq |HpF q|2dF.
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האות הואהספק t “ t0 הנתון בזמן האות הספק �

(12.2) Py0 “ y2pt0q.

מקסימלי לרעש אות יחס בעלת hptq מערכת למצוא מטרה:

(12.3) max
hptq

SNR “
Py

Pv

∣∣∣∣
t“t0

“
Py0

Pv

.

מתואם. מסנן תקרא הזאת המערכת .t “ t0 בזמן

המסנן פיתוח 12.2

כלשהו. רעש עבור המסנן ביטוי של פיתוח מטרה:

לרעש אות יחס ניתוח 12.2.1

התמרת ע"י מוצא אות ערך לקבל ניתן כללי, באופן ערך חישוב
האות

התדר. במישור נעשה האות הספק חישוב
הפוכה, פוריה

(12.4)

yptq “

ż 8

´8

Y pF qej2πFtdF

“

ż 8

´8

XpF qHpF q
looooomooooon

Y pF q

ej2πFtdF

.(12.1) במשוואה מופיע הרעש הספק דומה, באופן

:(12.1 (הגדרה Cauchy-Schwarz אי-שיוויון

היא האינטגרלית הצורה

(12.5)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

´8

fpθqg˚pθqdθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

ż 8

´8

ˇ

ˇfpθq
ˇ

ˇ

2
dθ

ż 8

´8

ˇ

ˇgpθq
ˇ

ˇ

2
dθ

להלן מתמטי "טריק" ובשילוב Cauchy-Schwarz אי-שיוויון על מתבסס המסנן פיתוח

(12.6)

ypt0q “

ż 8

´8

HpF qXpF qej2πFt0dF

“

ż 8

´8

HpF q
a

SnpF q
XpF q

a

SnpF q
ej2πFt0dF

“

ż 8

´8

HpF q
a

SnpF q
looooooomooooooon

fpθq

«

X˚pF q
a

SnpF q
e´j2πFt0

ff˚

loooooooooooomoooooooooooon

gpθq

dF

:fpθq, gpθq הפונקציות של הניתוח הוא הבא שלב
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,((12.1) (משוואה הרעש הספק התקבל fpθq עבור �

fpθq “ HpF q
a

SnpF q(12.7א)

Pv “

ż 8

´8

ˇ

ˇfpθq
ˇ

ˇ

2
dθ “

ż 8

´8

Sn pfq |HpF q|2dF(12.7ב)

הוא gpθq �

gpθq “
XpF q˚

a

SnpF q
e´j2πFt0(12.8א)

ż 8

´8

ˇ

ˇgpθq
ˇ

ˇ

2
dθ “

ż 8

´8

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2

SnpF q
dF(12.8ב)

לסיכום, �

(12.9) Py0 “ y2pt0q “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 8

´8

fpθqg˚pθqdθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď Pv

ż 8

´8

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2

SnpF q
dF

מתקבל נוסחא נושא שינוי ידי ועל

(12.10) SNR “
Py0

Pv

ď

ż 8

´8

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2

SnpF q
dF

לשיוון. הופך אי-שיוויון שבו המקרה עבור מתקבל מקסימלי SNR

למסנן ביטוי 12.2.2

כאשר אי-שיוויון), של שמאל צד של (מקסימום לשיווין הופך ((12.5) (משוואה האי-שיוויון
מתקיים

(12.11) fpθq “ αgpθq,

ממשי). למסנן כמובן היא העדפה (כי ממשי גם שלנו ובמקרה שרירותי, קבוע הוא α כאשר
נקבל, הצבה ע"י

(12.12) HpF q
a

SnpF q “ α
X˚pF q
a

SnpF q
e´j2πFt0

מינימלי, הוא לרעש אות יחס עבורו מסנן נקבל נוסחא נושא שינוי וע"י

(12.13) HpF q “ α
X˚pF q

SnpF q
e´j2πFt0 .

מידה. באותה ורעש אות מכפיל והוא מאחר ,α בקבוע בהכפלה תלויה בלתי התוצאה כמובן,

הוא המתקבל המסנן עבור לרעש אות בין הקשר :(12.1 (תכונה לרעש אות בין קשר

(12.14) yptq “
1

α
Rvpt ´ t0q
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.t “ t0 זמן בנקודת שלנו למקסימום ומגיע

הוכחה.

(12.15)

Rvpτq “ F´1
␣

SvpF q
(

“ F´1
!

SnpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
)

Ð (12.13) משוואה

“ F´1

$

&

%

ˇ

ˇαXpF q
ˇ

ˇ

2

SnpF q

,

.

-

“

ż 8

´8

α2

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2

SnpF q
ej2πFτdF

מאידך,

(12.16)

ypt0q “

ż 8

´8

HpF qXpF qej2πFt0dF

“

ż 8

´8

α

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2

SnpF q
ej2πF pt´t0qdF

גאוסי לבן רעש 12.3

לניתוח. יחסית נוח וגם שימושי גם הוא גאוסי לבן רעש של פרטי מקרה מטרה:

,SnpF q “ N0{2 ספקטראלית הספק צפיפות בעל גאוסי לבן רעש הוא nptq הרעש כאשר
הוא המתקבל המסנן

(12.17) HpF q “
α

N0{2
X˚pF qe´j2πFt0

.α “ N0{2 מציבים שרירות, α בקבוע ומדובר מאחר

:(12.2 (הגדרה גאוסי לבן רעש עבור מתואם מסנן

המסנן ע"יהגדרת נתון המסנן

(12.18) HpF q “ X˚pF qe´j2πFt0 F
ÐÑ hptq “ xpt0 ´ tq

הוא התדר מישור בין הקשר :(12.2 (תכונה במצוא לאות בכניסה אות בין קשר

Y pF q “ XpF qHpF q

“ XpF qX˚pF qe´j2πFt0

“ SxpF qe´j2πFt0(12.19)

הזמן במישור המתקבל הקשר

yptq “ F´1
␣

Y pF q
(
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“

ż 8

´8

Y pF qej2πFtdF

“

ż 8

´8

SxpF qej2πF pt´t0qdF “ Rxpt ´ t0q(12.20)

.ypt0q “ Rxp0q “ Px עבור מקסימלי ערך בעל והוא

הואביצועים לרעש אות יחס :(12.3 (תכונה לרעש אות יחס

(12.21) SNR “
2

N0

ż 8

´8

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2
dF “

2

N0

ż 8

´8

ˇ

ˇxptq
ˇ

ˇ

2
dt “

2

N0

Ex,

.xptq האות של האנרגיה זוהי Ex כאשר

:T ברוחב פולס נתון :12.1 דוגמה

(12.22) xptq “ uptq ´ upt ´ T q “

$

&

%

1 0 ď t ď T

0 אחרת
,

שלו והביצועים המתקבל המתואם המסנן את לנתח יש מדרגה. פונקציית זה uptq כאשר
גאוסי. לבן רעש עבור

ע"י נתון שרירותי t0 עבור המתואם מסנן � פתרון:

(12.23)
hptq “ xpt0 ´ tq

“ upt0 ´ tq ´ upt0 ´ t ´ T q
“

$

&

%

1 t0 ´ T ď t ď t0

0 אחרת

ע"י יצוג
מערכת

הוא ורעש אות עבור המערכת של המוצא �

yptq ` vptq “hptq ˚
“

xptq ` nptq
‰

“

ż 8

´8

hpt ´ sq
“

xpsq ` npsq
‰

ds(12.24א)

“

ż 8

´8

xps ` t0 ´ tq
“

xpsq ` npsq
‰

ds

“

ż t´t0`T

t´t0

xpsqds
looooooomooooooon

signal yptq

`

ż t´t0`T

t´t0

npsqds
looooooomooooooon

noise vptq

(12.24ב)

בצורה לרשום ניתן hpt ´ sq כאשר

hpt ´ sq “xpt0 ´ pt ´ sqq

“xps ` t0 ´ tq
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“ups ` t0 ´ tq ´ ups ` t0 ´ t ´ T q

“ups ´ pt ´ t0qq ´ ups ´ pt ´ t0 ` T qq(12.25)

מהצורה באינטרגרטור מדובר בעצם

x(t) + n(t) z(t) = y(t) + v(t)
t−t0+T∫
t−t0

הוא המוצא אות �

(12.26) yptq “

ż 8

´8

xps ` t0 ´ tqxpsqds

t

y(t)

t0 t0 + Tt0 − T

T

מתקבל ,t “ t0 עבור

(12.27) ypt0q “

ż 8

´8

x2psqds “ Ex “ T.

הרעש היאניתוח הרעש של תוחלת �

(12.28) Ervptqs “ E

«

ż t´t0`T

t´t0

npsqds

ff

“

ż t´t0`T

t´t0

Ernpsqsds “ 0

הוא וההספק

Pv “

ż 8

´8

SnpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF

“
N0

2

ż 8

´8

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF “

“
N0

2

ż 8

´8

ˇ

ˇhptq
ˇ

ˇ

2
dt “

“
N0

2

ż 8

´8

ˇ

ˇxpt0 ´ tq
ˇ

ˇ

2
dt “

“
N0

2

ż t0

t0´T

dt “

“
N0

2
T “

N0

2
Ex(12.29)
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.t0-ב תלוי בלתי הרעש הספק כצפוי,

הוא (12.21) משוואה עפ המתקבל לרעש אות יחס �

(12.30) SNR “
y2pt0q

Pv

“
2

N0

Ex “
2

N0

T

.T Òñ SNR Ò סיכום, הערת

לזמן למאוד דומה הוא בדיד בזמן מתואם מסנן הפיתוח :(12.4 (תכונה בדיד זמן
הוא המתקבל המסנן כאשר רציף,

(12.31) hrns “ xrn0 ´ ns

באיור המתואם המסנן מוצא קבוע. ברוחב חיוביים/שליליים פולסים רצף נתון :12.2 דוגמה
.12.2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-2

0

2 Noisy
Clean

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

Noisy
Clean
Outputs at times T

.12.2 דוגמה :12.2 איור

סיכום 12.4

הבאות: תכנות בעל הוא מתואם מסנן

.hptq “ 0, t ă 0 סיבתי, �

הוא המסנן גאוסי, לבן רעש עבור �

(12.32) HpF q “ X˚pF qe´j2πft0 F
ÐÑ hptq “ xpt0 ´ tq
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עם

(12.33) SNR “
2

N0

ż 8

´8

ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2
dF “

2Ex

N0

למימוש. מאוד קל בד"כ �

נמוכות. אמפליטודות "ומחליש" יחסית, גבוהות אמפליטודות "מחזק" המסנן �

שאלות 12.5

דטרמיניסטי אות נתון 12.1

xptq “ uptq
“

exp p´αtq ´ exp p´αβtq
‰

מדרגה. אות הוא uptq ו- α, β ą 0 קבועים כאשר
.SnpF q “ N0{2 ספקטראלית הספק צפיפות בעל גאוסי לבן רעש נוסף לאות

? hptq האות, עבור המתואם מסנן מהו (א)

? t0 בזמן המסנן במוצא האות הספק מהו (ב)

המתקבל? SNR מהו המסנן? במוצא הרעש הספק מהו (ג)



13 פרק

PSD שיערוך

.PSD של לשיערוך מעשיות שיטות מטרה:

הפרק תוכן
164 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . הקדמה 13.1

165 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Periodogram 13.2

166 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Modified Periodogram 13.3

167 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Bartlet-Welch Periodogram 13.4

168 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . שאלות 13.5

הקדמה 13.1

.xrns ,WSS אקראי אות של דגימות N נתונות

:(13.1 (הגדרה רציף בזמן PSD-ו אוטו-קורלציה - דטרמיניסטיים אותות

הם: הקשרים אקראיים לא אותות עבור

Rxptq “ xptq ˚ xp´tq(13.1)

SxpF q “ XpF qX˚pF q “
ˇ

ˇXpF q
ˇ

ˇ

2
(13.2)

היא (1{N בקבוע הכפלה כדי (עד DTFT התמרת ע"י בדיד בזמן המתבקשת המקבילה

Rxrns “ xrns ˚ xr´ns(13.3)

Sxpfq “

ˇ

ˇ

ˇ
DTFT

␣

xrns
(

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ DTFT
␣

Rxrns
(

“
ˇ

ˇXpfq
ˇ

ˇ

2
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ÿ

0

xrnsej2πfn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
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Periodogram 13.2

:(13.2 (הגדרה Periodogram

periodogram נקראת להלן הנוסחאות מבוססת הבסיסית השיטה

(13.4) Ipfq “
1

N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ÿ

n“0

xrnse´j2πfn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

הצורך, ע"פ באפסים ריפוד עם DFT התמרת שהיא בדיד, בתדר המתבקשת המקבילה
היא בפועל לחישוב המשמשת

(13.5) Sxrks “
1

N

ˇ

ˇ

ˇ
DFT

␣

xrns
(

ˇ

ˇ

ˇ

2

“
1

N

ˇ

ˇXrks
ˇ

ˇ

2

.PSD ולקבל בריבוע אותו לעלות לאות, DFT התמרת לבצע היא הציפייה

תחום על בד"כ מבוסס הפקודה ע"י החישוב .periodogram פקודה ע"י Matlab-ב מימוש
.ω P r0, πs , f P

“

0, 1{2
‰

תדרים

!
ω

π
“ 2f הוא התדר ציר כאשר ל-1, 0 בין מנורמלת היא Matlab של תדר ההצגת

השיטה תוצאת לבדוק היא המטרה .σ2 “ 1 שונות בעל גאוסי לבן רעש נתון :13.1 דוגמה
דוגמה .N הגדלת עם התוצאות לשיפור היא "הציפייה" כאשר שונה, N דגימות מספר עבור

הוא: הסימולציה עבור xלקוד = randn(1,128); % 128 samples of white Gaussian noise
periodogram(x) % plot periodogram

.Sxpfq “ 1 היא תאורטית התוצאה �

מוצגים חיוביים תדרים רק .13.1 באיור מוצגת שונים N ערכי עבור בפועל התוצאה �
(6.52ד)). (משוואה PSD של הסימטריה תכונה בגלל

.N הגדלת עם משתפרת לא השיטה של התוצאה הדוגמה, לסיכום �

הם: שהביצועים להראות, ניתן :(13.1 (תכונה periodogram של ביצועים

"אמיתי", לערך מתכנס ממוצע �

(13.6) lim
NÑ8

E
“

Ipfq
‰

“ Sxpfq

,N-ב תלוי בלתי באופן מאוד גבוה נשארת שונות �

(13.7) Var
“

Ipfq
‰

« S2
xpfq
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0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

5

I(
f)

N = 64

E[I(f)] = 0.99, Var[I(f)] = 1.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

5

N = 128

E[I(f)] = 0.95, Var[I(f)] = 0.99

0 0.1 0.2 0.3 0.4

f

0

5

I(
f)

N = 256

E[I(f)] = 1, Var[I(f)] = 0.91

0 0.1 0.2 0.3 0.4

f

0

5

N = 512

E[I(f)] = 1, Var[I(f)] = 1.1

.periodogram בשיטת גאוסי לבן רעש של PSD לחישוב דוגמה :13.1 איור

Modified Periodogram 13.3

מתאים, באור בחלון הכפלה הוספת ע"י הקודמת השיטה של התוצאה את משפרת השיטה
.Hann חלון כגון

:(13.3 (הגדרה Modified Periodogram

(13.8) Ipfq “
1

N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ÿ

n“0

xrnswrnse´j2πfn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

מפורש. באופן החלון ערכי ציון תוך periodogram פקודה ע"י matlab-ב מימוש

קשר מבוססת הדוגמה :13.2 דוגמה

Sypfq “ Sxpfq
ˇ

ˇHpfq
ˇ

ˇ

2
.

ע"י מושפע להיות אמור תאורטי) באופן (לפחות במוצא PSD בכניסה, גאוסי לבן רעש עבור
המערכת. של אמפליטודה תגובת

שונות, הספק צורות עבור PSD לחישוב השיטות בין להשוואה דוגמה מוצגת 13.2 באיור
בתחום): השיטות לבדיקת משמשות (היסטורית מערכות זוג עבור

xrns “ 0.75xrn ´ 1s ´ 0.5xrn ´ 2s ` wrns

xrns “ 2.7607xrn ´ 1s ´ 3.8106xrn ´ 2s ` 2.6535xrn ´ 3s

´ 0.9238xrn ´ 4s ` wrns
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הוא: הסימולציה עבור לקוד Nדוגמה = 256; % number of samples
x = randn(1,N); % white Gaussian noise
a = [1 -0.75 0.5]; % filter coefficients
y = filter(1,a,x); % filtring of x
win = hann(N); % Hanning window
periodogram(y,win) % plots modified periodogram

0 0.1 0.2 0.3 0.4

-20

0

20

P
S
D

[d
B
]

Periodogram

0 0.1 0.2 0.3 0.4

-20

0

20
Modified Periodogram

0 0.1 0.2 0.3 0.4
f

-50

0

50

P
S
D

[d
B
]

Periodogram

0 0.1 0.2 0.3 0.4
f

-50

0

50
Modified Periodogram

הגרפים כל עבור דגימות מספר .modified periodogram בשיטת PSD לחישוב דוגמה :13.2 איור
ביצועים עדיין אבל משמעותי, דינמי טווח עם טוב יותר קצת תמודדת השיטה .N “ 256 הוא

טובים. ממש לא

השיטה: סיכום

.PSD-ב מהירים שינויים עם יותר טובה התמודדות �

"רועשת". מאוד עדיין התוצאה �

Bartlet-Welch Periodogram 13.4

:(13.4 (הגדרה Bartlet-Welch Periodogram

היא: השיטה

מקובל, אחד. כל L באורך שווים מקטעים M-ל המקורי האות את לחלק �
ביניהם. 50% עד חופפים להיות יכולים שמקטעים

.modified periodogram בשיטת Impfq, m “ 1, . . . ,M מחושב מקטע כל עבור �
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ממוצע, חישוב �

(13.9) Sxpfq «
1

M

M
ÿ

m“1

Impfq

ישיר ביחס קטנה ששונות להראות, ניתן :(13.2 (תכונה periodogram של ביצועים
מקטעים, למספר

(13.10) Var
“

Ipfq
‰

«
1

M
S2
xpfq

.13.3 בדוגמה כמתואר בביצועים, פוגעים מדי קצרים מקטעים מאידך,

מחדל: ברירת הגדרות .pwelch פקודה ע"י matlab-ב השיטה מימוש

מקטעים. לכ-8 האות של חלוקה �

המקטעים. בין 50% של חפיפה �

.Hamming חלון �

.13.3 באיור שונים מקטעים ערכי עם השיטה עבור 13.2 הדוגמה על חזרה :13.3 דוגמה
הביצועים. על משמעותית השפעה החלון וסוג מקטעים המקטע/מספר לאורך

N = 2000; % number of samples
x = randn(1,N); % white Gaussian noise
a = [1 -0.75 0.5]; % filter coefficients
y = filter(1,a,x); % filtring of x
win = hann(250); % Hanning window of length 250
pwelch(y,win) % plots modified periodogram

רצוי בזמן. "מספיק" ארוכים WSS אותות עבור המועדפת/מומלצת השיטה זוהי לסיכום,
.Matlab של הפקודה של מחדל ברירת שהוא Hamming חלון במקום Hann בחלון להשתמש

שאלות 13.5

הפקודה ע"י המוגדר LPF מסוג ספרתי מסנן דרך הועבר אקראי גאוסי רעש (סימולציה) 13.1

f = designfilt('lowpassiir', 'PassbandFrequency', .32, ...
'StopbandFrequency', .34, 'PassbandRipple', 1, ...
'StopbandAttenuation', 70, 'DesignMethod', 'ellip');

.Welch periodogram ע"י התוצאה את ולבחון סימולציה לבצע יש
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באורך האות מתוך Bartlet-Welch periodogram בשיטת PSD לחישוב דוגמה :13.3 איור
לא ההמוצע אבל יותר, חלק גרף מאפשר מקטעים) (יותר יותר קטן מקטע אורך .N “ 2000

"אמיתיים". לערכים מתכנס





א׳ נספח

לשאלות פתרונות

.(1.17) משוואה בתוך Y “ aX ` b להציב יש הדרכה: 1.1 השאלה פתרון

1.2 השאלה prkפתרון ě 4s “ 1 ´ prk ă 4s

“ 1 ´

´

prk “ 1s ` prk “ 2s ` prk “ 3s

¯

“ 1 ´

ˆ

4

7
`

2

7
`

1

8

˙

“
1

56

מתוצאות אחת כל עבור המתקבלות התוצאות מספר את לספור יש 1.3 השאלה פתרון
הניסויים. סה"כ ע"י ולנרמל אקראי, ניסוי של האפשרויות

N = 1e6; % number of random experiments
x = randi(6,[1 N]);
y = randi(6,[1 N]);
z = x + y;
empirical_cdf = sum(z == (1:12)',2)/N
bar(empiricam_cdf)

שווה k הצלחות מספר כאשר בינומית, מתפלג מטבע זריקות של תוצאות 1.4 השאלה פתרון
,n זריקות למספר

X „ Binpn, 1{2q ñ p “ pXrk “ ns “

ˆ

n

n

˙

pnp1 ´ pqn´n “

ˆ

1

2

˙n

ניסוי בכל אחדות לרצף סיכוי כאשר בינומית, מתפלג הניסוי על חזרה של תוצאה א': דרך
הוא יותר או אחת להצלחה סיכוי ניסויים, N אחרי הקודם. מהסעיף p הוא

Y „ BinpN, pq ñ p2 “ 1 ´ Pyr0s
loomoon

הצלחות סיכויל-0

“ 1 ´ p1 ´ pq
N

“ 1 ´

˜

1 ´

ˆ

1

2

˙n
¸N
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.1 ´

´

1
2

¯n

אחדות n של רצף ללא בודדת ניסוי לתוצאת סיכוי ב': בדרך

זהה. סופית תשובה כמובן, .

ˆ

1 ´

´

1
2

¯n
˙N

אחדות רצף ללא ניסוי תוצאות N-ל סיכוי

p2 “ 1 ´

˜

1 ´

ˆ

1

2

˙10
¸210

“ 0.632

1.5 השאלה פתרון

X „ Binpn “ 103, p “ 10´3q, pXr0s “

ˆ

n

0

˙

p0p1 ´ pqn « 0.37

X „ Binpn “ 103, p “ 10´3q, pXr1s “

ˆ

n

1

˙

p1p1 ´ pqn´1 « 0.37

X „ Binpn “ 103, p “ 10´3q, ppX ě 3q “ 1 ´ FXr2s “ 1 ´ pXr0s ´ pXr1s ´ pXr2s « 0.08

ו) (א, 1.6 השאלה פתרון

1.7 השאלה פתרון

X „ Geo

ˆ

p “
1

36

˙

FXp9q “ 1 ´ p1 ´ pq9

PrpX ě 10q “ 1 ´ PrpX ď 9q “ 1 ´ FXp9q

“

ˆ

1 ´
1

36

˙9

“

ˆ

35

36

˙9

“
78815638671875

101559956668416
« 0.776

,9 מתוך 'הצלחות' 0 של סיכוי חישוב ע''י נוספת, דרך

X „ Bin

ˆ

9,
1

36

˙

pXr0s “

ˆ

9

0

˙

p0p1 ´ pq9 “

ˆ

35

36

˙9

ג' ב', סעיפים

X „ Bin

ˆ

10,
1

36

˙

pXr0s “

ˆ

10

0

˙ˆ

1

36

˙0ˆ

1 ´
1

36

˙10

« 0.754493
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PrpX ě 1q “ 1 ´ FXp0q “ 1 ´ pXr0s

“ 1 ´ p1 ´ pq
n

“ 1 ´

ˆ

35

36

˙10

« 0.2455

pXr1s “

ˆ

10

1

˙

p1p1 ´ pqn´1 “ 10

ˆ

1

36

˙ˆ

1 ´
1

36

˙9

“
10

36

ˆ

35

36

˙9

« 0.21557

2.1 השאלה פתרון

ln(2)-3 -2 -1 0 1
x

0.5

1.0

1.5

2.0

fX (x)

.2.1 השאלה עבור fXpxq של גרף :2.9 איור

ż 8

´8

fXpxqdx “ 1

ñ

ż lnpaq

´8

1

2
e2xdx “

1

4
e2x

ˇ

ˇ

ˇ

lnpaq

´8
“

1

4
a2 “ 1 ñ |a| “ 2

.lnpaq בגלל שלילי, להיות יכול לא a הערה:

FXpxq “

ż x

´8

fXpxqdx “

ż x

´8

1

2
e2xdx “

$

&

%

1
4
e2x x ă lnp2q

1 x ą lnp2q

ErXs “

ż lnp2q

´8

x ¨
1

2
e2xdx

“
1

8
e2x r2x ´ 1s

ˇ

ˇ

ˇ

lnp2q

´8
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“
1

8
e2 lnp2q
loomoon

4

“

2 lnp2q ´ 1
‰

“ ln p2q ´
1

2
« 0.193147

E
”

X2
ı

“
1

2

ż lnp2q

´8

x2e2xdx

“
1

2
¨ e2x

«

x2

2
´

2x

22
`

2

23

ff ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lnp2q

´8

“
1

2
¨ 4

«

ln2p2q

2
´

lnp2q

2
`

1

4

ff

“ ln2p2q ´ lnp2q `
1

2
« 0.287306

VarrXs “ E
”

X2
ı

´ E2rXs “
1

4

PrpX ă 0q “

ż 0

´8

fXpxqdx “

ż 0

´8

1

2
e2xdx

“
1

2
¨
1

2
e2x

ˇ

ˇ

ˇ

0

´8
“

1

4
p1 ´ 0q “

1

4

FXpx0q “ 1 ´ FXpx0q “
1

2

FXpx0q “
1

2
“

1

4
e2x0 ñ e2x0 “ 2 ñ 2x0 “ lnp2q

x0 “
lnp2q

2
« 0.34657359

Prp0 ă X ă 1q “ 1 ´ PrpX ă 0q “
3

4

“

ż 1

0

fXpxqdx “

ż lnp2q

0

1

2
e2xdx

“
1

2
¨
1

2
e2x

ˇ

ˇ

ˇ

lnp2q

0
“

1

4

´

22 ´ 1
¯

“
n

N

n “ N ¨ Prp0 ă X ă 1q “ 100, 000 ¨
3

4
“ 75, 000

f̂Xp0.5q “
n

N

1

∆x
“ Prp0 ă X ă 1q

1

∆x
“

3

4
¨
1

1
“

3

4

2.2 השאלה פתרון
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µX “ µY “ 1, µZ “ ´2 (א)

σX ă σZ ă σY (ב)

באיור .FXpxq “
şx

´8
fXpxqdx הוצגו בשאלה עבורם fXpxq הפוקציות את מציג להלן איור

.µX “ µY “ µZ “ 0 של נרמול נעשה (b) ובאיור מקורית, fXpxq פונקציות הוצגו (a)

-5 -2 1 5
x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
f X
(x
)

(a)

X
Y
Z

-5 0 5
x

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

f X
(x
)

(b)

X
Y
Z

.0 תוחלת של הצבה אחרי PDF פונ' (b) ,PDF פונ' (a) :2.10 איור

2.3 השאלה פתרון

E(א) rXs “
1

λ

VarrXs “
1

λ2

E
”

X2
ı

“ VarrXs ` E2 rXs “
2

λ2

E
”

X4
ı

“

ż 8

0

x4fxpxqdx “

ż 8

0

x4λe´λxdx “
24

λ4

ErY s “ E
”

X2 ` 1
ı

“ E
”

X2
ı

` 1 “
2

λ2
` 1

VarrY s “ Var
”

X2 ` 1
ı

“ V ar
”

X2
ı

“ E
”

X4
ı

´ E2
”

X2
ı

“
24

λ4
´

4

λ4
“

20

λ4

λ(ב) “
1

2

E rY s “
2

´

1
2

¯2 ` 1 “ 9
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VarrY s “
20

´

1
2

¯4 “ 320

102 103 104 105 106

N

8.5

9

9.5

10

E[
X
]

Simulation
Theory

102 103 104 105 106

N

200

250

300

350

V
ar
[X
]

Simulation
Theory

מתקבלת לסימולציה דוגמה :2.11 איור

rng(42)
N = 1e6;
x = exprnd(2,[1 N]);
y = x.^2+1;

M = round(logspace(2,6,10));
for k = 1:length(M)

E(k) = mean(y(1:M(k)));
V(k) = var(y(1:M(k)));

end

זאת, אם .N של ערך הגדלת עם תאורטיים לערכים להתקרב מתחילים והשונות תוחלת (ג)
.N “ 106 עבור גם מדוייקת אינה עדיין נומרית התוצאה

2.4 השאלה פתרון
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2.5 השאלה Nפתרון = 1e6; % number of random experiments
X = rand(1,N); % random experiments
p = nnz(X.^(1/4) > 1/2)/N % numerical mean

3.1 השאלה פתרון

VarrαX ` βY s “ E
”

pαX ` βY q
2
ı

´ E2 rαX ` βY s

“ α2VarrXs ` 2αβCovrX,Y s ` β2VarrY s
$

’

’

&

’

’

%

VarrX ` 2Y s “ VarrXs ` 4CovrX,Y s ` 4VarrY s “ 40

VarrX ´ 2Y s “ VarrXs ´ 4CovrX,Y s ` 4VarrY s “ 20

VarrXs “ VarrY s

VarrXs “ 6 “ VarrY s

CovrX,Y s “
20

8
“ 2.5

CXY “

«

VarrXs CovrX,Y s

CovrX,Y s VarrY s

ff

טבלה, של בצורה התרגיל את נרשום 3.2 השאלה פתרון

xk yj pXY rxk, yjs

´1 0 1{3

´1 ´1 1{6

0 ´1 1{3

1 1 1{6
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השוליים, הפילוגים את נחשב תחילה

pXrxs “

pXY rx,ys
ÿ

y

“

$

’

’

&

’

’

%

prX “ 0s “ 1
3

prX “ ´1s “ 1
2

prX “ 1s “ 1
6

pY rys “
ÿ

x

pXY rx, ys “

$

’

’

&

’

’

%

prY “ 0s “ 1
3

prY “ ´1s “ 1
2

prY “ 1s “ 1
6

X של התוחלות כך, אם והשונויות. התוחלות גם ולכן זהים Y ו- X של שהפילוגים לב נשים
,Y ו-

ErXs “ErY s “ 0 ¨
1

3
` p´1q ¨

1

2
` 1 ¨

1

6
“ ´

1

3

VarrXs “VarrY s “ E
”

X2
ı

´ Er2sX

“02 ¨
1

3
` p´1q2 ¨

1

2
` 12 ¨

1

6
´

ˆ

´
1

3

˙2

“
2

3
´

1

9
“

5

9

הינה, Y ו- X של המשותפת השונות

CovrX,Y s “ ErXY s ´ ErXsErY s

“
ÿ

x,y

xypX,Y rx, ys ´ ErXsErY s

“ 0 ¨ p´1q ¨
1

3
` p´1q ¨ 0 ¨

1

3
` 1 ¨ 1 ¨

1

6
` p´1q ¨ p´1q ¨

1

6
´

ˆ

´
1

3

˙

¨

ˆ

´
1

3

˙

“
1

3
´

1

9
“

2

9

הקורלציה, מקדם לסיכום,

ρXY “
CovrX,Y s

a

VarrXsVarrY s
“

2
9

b

5
9

¨ 5
9

“
2

5

3.3 השאלה פתרון

ErXis “
1

2
, VarrXis “

1

12

ErY s “ ErX1s ¨ rX2s ¨ . . . ¨ rXns “
1

2n
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ErZs “ ErX1s ` ErX2s ` . . . ` ErXns “
n

2

E
”

X2
i

ı

“ VarrXis ` E2rXis “
1

12
`

ˆ

1

2

˙2

“
1

3

VarrY s “ ErY 2s ´ E2rY s

“ E
”

X2
1

ı

¨ E
”

X2
2

ı

¨ . . . ¨ E
”

X2
n

ı

´
`

ErX1s ¨ rX2s ¨ . . . ¨ rXns
˘2

“

n
ź

i“1

E
”

X2
i

ı

´

˜

n
ź

i“1

ErXis

¸2

“
1

3n
´

ˆ

1

2n

˙2

“
1

3n
´

1

4n

VarrZs “ VarrX1s ` VarrX2s ` . . . ` VarrXns “
n

12
Ð (3.33) משוואה

כלהלן: קורלציה, חסרי במשתנים שמדובר להראות, ניתן 3.4 השאלה פתרון

fXY px, yq “ fXpxqfY pyq “

«

exp

ˆ

´
4x

2

˙

upxq

ff«

exp

ˆ

´
y

2

˙

upyq

ff

ñ CovrX,Y s “ 0 ñ ρXY “ 0

זהה, לתוצאה יביא הגדרה לפי חישוב כמובן,

ErgpX,Y qs “

8
ĳ

´8

gpx, yqfXY px, yqdxdy

CovrX,Y s “ ErXY s
loomoon

g“xy

´ E rXs
loomoon

g“x

ErY s

“

8
ĳ

´8

xyfXY px, yqdxdy ´

8
ĳ

´8

xfXY px, yqdxdy

8
ĳ

´8

yfXY px, yqdxdy

“ 0

3.5 השאלה פתרון

ErY s “ ´6ErXs ` 22 “ 4

VarrY s “ Varr´6X ` 22s “ 62VarrXs “ 72

ErX2s “ VarrXs ` E2rXs “ 11

ErXY s “ Er´6X2 ` 22Xs “ ´6ErX2s ` 22ErXs

“ ´6 ¨ 11 ` 22 ¨ 3 “ 0

CovrX,Y s “ ErXY s ´ ErXsErY s

“ 0 ´ 3 ¨ 4 “ ´12
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ρ “
CovrX,Y s

a

VarrXsVarrY s
“ ´1 לינארי קשר

3.6 השאלה ppX1פתרון ` X2 ` X3 “ 1q “ ppX1 “ 1q ¨ ppX2 “ 0q ¨ ppX3 “ 0q

` ppX1 “ 0q ¨ ppX2 “ 1q ¨ ppX3 “ 0q

` ppX1 “ 0q ¨ ppX2 “ 0q ¨ ppX3 “ 1q

“ p1p1 ´ p2qp1 ´ p3q ` p1 ´ p1qp2p1 ´ p3q ` p1 ´ p1qp1 ´ p2qp3

ppX1 ` X2 ` X3 “ 2q “ p1p2p1 ´ p3q ` p1p1 ´ p2qp3 ` p1 ´ p1qp2p3

3.7 השאלה Nפתרון = 1e6; % number of random experiments
X = rand(1,N); % random experiments
Y = rand(1,N); %
p = nnz(X.^(1/3) > Y/2)/N % numerical mean

3.8 השאלה פתרון

Errs “
a ` b

2
“ 2

Varrrs “
pb ´ aq2

12
“

1

3

E
”

r2
ı

“
b2 ` ab ` a2

3
loooooomoooooon

(2.19) משוואה

“ Varrrs ` E2rrs “
13

3
« 4.3333

Erns “ 0

E
”

n2
ı

“ Varrns “ σ2 “ 0.01

E rXs “ Errs ` Erns “
a ` b

2
` µ “ 2 ` 0 “ 2

ErCs “ Er2πXs “ 2πE rXs “ 4π

VarrXs “ Varrr ` ns “ Varrrs ` Varrns Ð תלויים בלתי

“
pb ´ aq2

12
` σ2 “

1

3
` 0.01 « 0.3433

VarrCs “ Varr2πXs “ 4π2VarrXs « 1.3733π2 « 13.55425671

“ E
”

C2
ı

´ E2rCs

“ 4π2E
”

X2
ı

´ p4πq2
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E
”

X2
ı

“ VarrXs ` E2rXs « 4.343

“ E
”

pr ` nq2
ı

“ E
”

r2
ı

` 2Errs���E rns ` E
”

n2
ı

“ Varrrs ` E2rrs ` Var
”

n2
ı

`����gE2rns

“
1

3
` 22 ` 0.01 « 4.3433

ErAs “ πE
”

X2
ı

“
1303

300
π « 4.3433π « 13.644984092

ErXrs “ E
“

pr ` nqr
‰

“ E
”

r2
ı

` Errs����*0
Erns “ E

”

r2
ı

“
13

3
« 4.3333

CovrX, rs “ ErXrs ´ ErXsErrs

“ E
”

r2
ı

´ pE rrs ` ErnsqErrs

“ E
”

r2
ı

´ E2rrs “ Varrrs “
1

3

3.9 השאלה פתרון

ErXs “

ż π

´π

cospxqfθpxqdx “

ż π

´π

cospxq

ˆ

1

2π

˙

dx “ 0

ErY s “

ż π

´π

sinpxqfθpxqdx “
1

2π

ż π

´π

sinpxqdx “ 0

E rXY s “

ż π

´π

cospxq sinpxqfθpxqdx “
1

4π

ż π

´π

sin2pxqdx “ 0

CovrX,Y s “ 0

E
”

X2
ı

“

ż π

´π

cos2pxqfθpxqdx “
1

4π

ż π

´π

p1 ` cosp2xqqdx

“
1

2
“ E

”

Y 2
ı

E
”

X2Y 2
ı

“

ż π

´π

cos2pxq sin2pxqfθpxqdx “
1

8

E
”

X2Y 2
ı

‰ E
”

X2
ı

E
”

Y 2
ı

הם: קורלציה מקדמי 4.1 השאלה פתרון
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(a) ´0.98902, (b) 0.99683, (c) 0.81416, (d) ´0.94313

4.2 השאלה פתרון

.A ו- C ל- ביטויים רשמו .1

כאמור,

C “2X ` 2Y

A “XY

.A ל- C בין הקווריאנס את חשבו .2

(כלומר, ra, bs בקטע רציף אחיד פילוג בעל X מ"א של הפילוג צפיפות שפונקציית נזכיר
הבא, באופן מוגדרת (X „ U ra, bs

fXpxq “

$

’

&

’

%

1

b ´ a
, a ď x ď b

0, Otherwise

“
1

b ´ a
¨ upb ´ xq ¨ upx ´ aq

(בת"ס), סטטיסטית בלתי-תלויים אקראיים משתנים שני הם Y ו- X ש- כיוון בנוסף,
כלומר, קורלציה, חסרי גם הם אזי

ErXY s “ErXsErY s

.Y ו- X של השני והמומנט התוחלת את נחשב לחישובים. נעבור תזכורות. כה עד
אחת. פעם לחשב מספיק זהה, באופן מתפלגים שהם כיוון

ErXs “

ż 8

´8

xfXpxqdx “

ż 1

0

xdx “
x2

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“
1

2

E
”

X2
ı

“

ż 8

´8

x2fXpxqdx “

ż 1

0

x2dx “
x3

3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“
1

3

.A ו- C של התוחלות לחישוב נעבור

ErCs “E r2X ` 2Y s “ 2
`

ErXs ` ErY s
˘

“ 2

ErAs “E rXY s “ E rXsE rY s “
1

4
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,A ל- C בין הקורלציה את נחשב כעת, התוחלת. מלינאריות נובעים החישובים

ErACs “E
”

2X2Y ` 2XY 2
ı

“2

ˆ

E
”

X2Y
ı

` E
”

XY 2
ı

˙

“2

ˆ

E
”

X2
ı

E rY s ` ErXsE
”

Y 2
ı

˙

“2

ˆ

1

6
`

1

6

˙

“
2

3

,A ל- C בין המשותפת השונות לכן, התוחלת. מלינאריות שוב,

CovrA,Cs “ErACs ´ ErAsE rCs “
2

3
´

1

2
“

1

6

שלנו, במקרה .3

Ĉ “ ErCs `
CovrA,Cs

VarrAs
pa ´ ErAsq

השונות כך, אם .A של השונות מלבד הרלוונטים הגדלים כל את חישבנו הקודם בסעיף
,A של

VarrAs “E
”

A2
ı

´ E2rAs

“E
”

X2Y 2
ı

´ E2rXY s

“E
”

X2
ı

E
”

Y 2
ı

´ E2rXsE2rY s

“
1

9
´

1

16
“

7

144

לפיכך,

Ĉ “ErCs `
CovrA,Cs

VarrAs
pa ´ E rAsq

“2 `
24

7

ˆ

a ´
1

4

˙

“
24

7
a `

8

7

.A מהמ"א שהוגרלו הערכים את מתאר a כאשר

שלנו, במקרה .4

msemin “E
”

pC ´ pmoptA ` noptqq2
ı

“ VarrCs p1 ´ ρ2ACq
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,C של השונות את נחשב

V arrCs “ErC2s ´ E2rCs

“E
”

p2pX ` Y qq2
ı

´ Er2s 2pX ` Y q

“4E
”

X2 ` 2XY ` Y 2
ı

´ 4
´

E2rXs ` 2ErXsErY s ` E r2s rY s

¯

“4
´

ErX2s ´ E2rXs ` ErY 2s ´ E2rY s

¯

“8

ˆ

E
”

X2
ı

´ E2rXs

˙

“8

ˆ

1

3
´

1

4

˙

“
2

3

הינו, הקורלציה מקדם

ρAC “
CovrA,Cs

a

VarrAsVarrCs
“

1
6

b

7
144

¨ 2
3

“

?
42

7
« 0.92582

הינה, המינימלית הממוצעת הריבועית שגיאה לכן,

msemin “VarrCs p1 ´ ρ2ACq “
2

3

ˆ

1 ´
42

49

˙

“
2

21
« 0.09524

4.3 השאלה פתרון

mse “ E
”

pY ´ Ŷ q2
ı

“ E
”

pY ´ aXq2
ı
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”

Y 2
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´ 2aErXY s ` a2E
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d
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“ 0
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ErXY s

E
“

X2
‰

E
”

Y ´ Ŷ
ı

“ ErY ´ aXs

“ ErY s ´
ErXY s

E
“

X2
‰ E rXs

msemin “ E
”

Y 2
ı

´
E2rXY s

E
“

X2
‰
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4.4 השאלה פתרון
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‰
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‰

¸2

E
”

X4
ı

“ E
”

Y 2
ı

´
E2

“

X2Y
‰

E
“

X4
‰

E
“

W n
i

‰

“

ż 1

0

xndx “
xn`1

n ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“
1

n ` 1
, i “ 1, 2

E
”

Y 2
ı

“ E
”

W 4
1

ı

“
1

5
“ 0.2

E
”

X2Y
ı

“ E

«

ˆ

9

10
W1 `

1

10
W2

˙

W 2
1

ff

“

ˆ

9

10

˙2

E
”

W 4
1

ı

` 2
9

10

1

10
E
”

W 3
1

ı

E rW2s

`

ˆ

1

10

˙2

E
”

W 2
1

ı

E
”

W 2
2

ı

“

ˆ

9

10

˙2
1

5
` 2

9

10

1

10

1

4

1

2
`

ˆ

1

10

˙2
1

3

1

3

“
3341

18 000
« 0.185611

E
”

X4
ı

“ E

«

ˆ

9

10
W1 `

1

10
W2

˙4
ff

“

ˆ

9

10

˙4

E
”

W 4
1

ı

` 4

ˆ

9

10

˙3ˆ
1

10

˙

E
”

W 3
1

ı

E rW2s
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` 6

ˆ

9

10

˙2ˆ
1

10

˙2

E
”

W 2
1

ı

E
”

W 2
2

ı

` 4

ˆ

9

10

˙ˆ

1

10

˙3

E rW1sE
”

W 3
2

ı

`

ˆ

1

10

˙4

E
”

W 4
2

ı

“

ˆ

9

10

˙4
1

5

` 4

ˆ

9

10

˙3ˆ
1

10

˙

1

2

1

4

` 6

ˆ

9

10

˙2ˆ
1

10

˙2
1

3

1

3

` 4

ˆ

9

10

˙ˆ

1

10

˙3
1

2

1

4

`

ˆ

1

10

˙4
1

5

“
8 677

50 000
« 0.17354

mse “
83 111

56 226 960
« 0.00147813

VarrXs “

ˆ

9

10

˙2

VarrW1s `

ˆ

1

10

˙2

VarrW2s

“

ˆ

9

10

˙2
1

12
`

ˆ

1

10

˙2
1

12
“

41

600
« 0.0683333

VarrY s “ Var
”

W 2
1

ı

“ E
”

W 4
1

ı

´ E2
”

W 2
1

ı

“
1

5
´

1

32
“

4

45
« 0.0888889

CovrX,Y s “ E rXY s ´ ErXsErY s

“
9

10
E
”

W 3
1

ı

`
1

10
E
”

W 2
1

ı

E rW2s ´ E
”

W 2
1

ı

ˆ

9

10
E rW1s `

1

10
E rW2s

˙

“
9

10

1

4
`

1

10

1

3

1

2
´

1

3

ˆ

9

10

1

2
`

1

10

1

2

˙

“
3

40
« 0.075

mse “ VarrY s p1 ´ ρ2XY q

“ VarrY s

¨

˝1 ´

˜

CovrX,Y s
a

VarrXsVarrY s

¸2
˛

‚
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“
97

14 760
« 0.00657182

להלן. ריבועי חיזוי של איור גם ראה פחות, הרבה מתאים לינארי חיזוי

טבלה: בצורת נתונים רישום 4.5 השאלה פתרון

xk yj pXY rxk, yjs

0 0 1{4

1 1 1{4

2 2 1{4

2 3 1{4

פתרון:

pXris “

$

’

’

&

’

’

%

1
4

k “ 0
1
4

k “ 1
1
2

k “ 2

pY rjs “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

1
4

j “ 0
1
4

j “ 1
1
4

j “ 2
1
4

j “ 3

ErXs “ 1
4

¨ 0 ` 1
4

¨ 1 ` 1
2

¨ 2 “
5

4
ErY s “ 1

4
¨ 0 ` 1

4
¨ 1 ` 1

4
¨ 2 ` 1

4
¨ 3 “

3

2

E
”

X2
ı

“
1

4
¨ 0 `

1

4
¨ 12 `

1

2
¨ 22 “

9

4

ErY 2s “
1

4
¨ 0 `

1

4
¨ 12 `

1

4
¨ 22 `

1

4
¨ 32 “

14

4

VarrXs “ E
”

X2
ı

´ E2rXs “
11

16
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VarrY s “ E
”

Y 2
ı

´ E2rXs “
14

4
´

ˆ

3

2

˙2

ErXY s “ 0 ¨ 0 ¨
1

4
` 1 ¨ 1 ¨

1

4
` 2 ¨ 2 ¨

1

4
` 2 ¨ 3 ¨

1

4
“

11

4

CovrX,Y s “ ErXY s ´ E rXsE rY s “
7

8

Ŷ “ ErY s `
CovrX,Y s

VarrXs
x ´

CovrX,Y s

VarrXs
ErXs “

14

11
x ´

1

11

ρXY “

7

8
c

11

16
¨
5

4

“ 0.943

4.6 השאלה פתרון

ErXs “ 0

VarrXs “
1

5

´

p´2q2 ` p´1q2 ` 0 ` 12 ` 22
¯

“ 2

ErY s “
1

5
p0 ` 0 ` 3 ` 3 ` 4q “ 2

VarrY s “
1

5

´

p0 ´ 2q2 ` p0 ´ 2q2 ` p3 ´ 2q2 ` p3 ´ 2q2 ` p4 ´ 2q2
¯

“ 4 ` 4 ` 1 ` 1 ` 4 “
14

5
“ 2.8

ErXY s “
1

5
p0 ` 0 ` 0 ` 3 ` 8q “

11

5
“ 2.2

CovrX,Y s “ ErXY s “
11

5

Ŷ “ 2 `
11

5

1

2
x “ 2 `

11

10
¨ 1 “ 3

1

10
“ 3.1

ρXY “

11
5

b

14
5

¨ 2
« 0.9297

msemin “ VarrY s p1 ´ ρ2XY q “ 0.38

X = [-2 -1 0 1 2]
Y = [0 0 3 3 4]
Ex = mean(X)
VarX = mean((X-Ex).^2)
Ey = mean(Y)
Exy = mean(X.*Y)
CovXY = Exy - Ex*Ey
VarY = mean((Y-Ey).^2)
rho = CovXY/sqrt(VarX*VarY)
VarY*(1 - rho^2)
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4.7 השאלה פתרון

pXrks “ t0.2, 0.1 ` 0.2 “ 0.3, 0.2 ` 0.1 “ 0.3, 0.2u

“ 0.2, 0.3, 0.3, 0.2

pY rks “ t0.1 ` 0.2 “ 0.3, 0.2 ` 0.2 “ 0.4, 0.2 ` 0.1 “ 0.3u

“ 0.3, 0.4, 0.3

ErXs “ 1 ¨ 0.2 ` 2 ¨ 0.3 ` 3 ¨ 0.3 ` 4 ¨ 0.2 “ 2.5

E
”

X2
ı

“ 12 ¨ 0.2 ` 22 ¨ 0.3 ` 32 ¨ 0.3 ` 42 ¨ 0.2 “ 7.3

VarrXs “ E
”

X2
ı

´ E2rXs “ 1.05

E rY s “ 1 ¨ 0.3 ` 2 ¨ 0.4 ` 3 ¨ 0.3 “ 2

E
”

Y 2
ı

“ 12 ¨ 0.3 ` 22 ¨ 0.4 ` 32 ¨ 0.3 “ 4.6

VarrY s “ E
”

Y 2
ı

´ E2rY s “ 0.6

ErXY s “ 1 ¨ 3 ¨ 0.2 ` 2 ¨ 2 ¨ 0.2 ` 2 ¨ 3 ¨ 0.1 ` 3 ¨ 1 ¨ 0.1 ` 3 ¨ 2 ¨ 0.2 ` 4 ¨ 1 ¨ 0.2 “ 4.3

CovrX,Y s “ ErXY s ´ ErXsErY s “ ´0.7

gρXY “
ErXY s ´ E rXsErY s

b

pE
“

X2
‰

´ E2rXsqpE
“

Y 2
‰

´ E2rY sq

“ ´

?
7

3
“ ´0.882

ŷ “ ErY s `
CovrX,Y s

VarrXs

`

x ´ ErXs
˘

“ 1.6667

4.8 השאלה פתרון

pXr1s “ pXY r1, 0s ` pXY r1, 1s “ p1 “ 0.6

pY r1s “ pXY r0,1s ` pXY r1,1s “ p2 “ 0.8

bx “ ErXs “ p1 “ 0.6

E
”

pX ´ bxq2
ı

“ VarrXs “ p1p1 ´ p1q “ p1 ´ p21 “ 0.6 ´ 0.62 “ 0.24

bz “ ErZs “ aE rXs ` cE rY s “ ap1 ` cp2

E
”

pZ ´ bzq2
ı

“ VarrZs “ a2VarrXs ` c2VarrY s

“ a2
“

p1p1 ´ p1q
‰

` c2
“

p2p1 ´ p2q
‰

“ 0.24a2 ` 0.16c2
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ErXs “ p1

E
”

X2
ı

“ VarrXs ` E2rXs “ p1p1 ´ p1q ` p21 “ p1

ErXZs “ E
”

aX2 ` cXY
ı

“ aE
”

X2
ı

` cE rXsE rY s

“ ap1 ` cp1p2

“ p1pa ` cp2q

CovrX,Zs “ ErXZs ´ ErXsErZs

“ ap1 ` cp1p2 ´ p1pap1 ` cp2q

“ ap1 ` cp1p2 ´ ap21 ´ cp1p2

“ app1 ´ p21q ‰ 0 @a ‰ 0

“ aE
”

X2
ı

` cE rXsE rY s ´ ErXs
`

aErXs ` cE rY s
˘

“ a

ˆ

E
”

X2
ı

´ E2rXs

˙

“ aVarrXs

.3.11 בדוגמה מופיעה ההוכחה 5.1 השאלה פתרון

ErX ´ Y s “ µ1 ´ µ2

VarrX ´ Y s “ σ2
1 ` σ2

2 ´ 2ρσ1σ2

5.2 השאלה פתרון

לינארית. תלויים בלתי הם, ורק הם, ,CovrV,W s “ 0 קורלציה, חסרי גאוסיים משתנים �

CovrV,W s “ ErVW s ´ ErV sErW s

E rV s “ E
“

X1 cospθq ` X2 sinpθq
‰

“ ErX1s cospθq ` ErX2s sinpθq

“ m
“

cospθq ` sinpθq
‰

ErW s “ E
“

´X1 sin pθq ` X2 cos pθq
‰

“ m
“

cospθq ´ sinpθq
‰

ErV sErW s “ m2
”

cos2pθq ´ sin2pθq

ı

“ m2 cosp2θq

ErVW s “ E
”

`

X1 cospθq ` X2 sinpθq
˘ `

´X1 sinpθq ` X2 cospθq
˘

ı

“ ´E
”

X2
1

ı

sinpθq cospθq ` E
”

X2
2

ı

sinpθq cospθq Ð 0

` ErX1X2s cos
2pθq ´ ErX1X2s sin

2pθq Ð cosp2θq

“ ErX1X2s cosp2θq
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CovrV,W s “ 0 ñ cosp2θq “ 0 ñ θ “
π

2
n ´

π

4
, n P Z

השוליות התפלגויות לכן גאוסי, משתנה היא גאוסיים משתנים של לינארית קומבינציה �
Y “ rV,W sT של המשותפת והתפלגות ,V „ NpmV , σ

2
V q,W „ NpmW , σ2

W q הן
כאשר ,Y „ N pµY, CYq היא

µY “

«

ErV s

E rW s

ff

“

«

m
“

cospθq ` sinpθq
‰

m
“

cospθq ´ sinpθq
‰

ff

CY “

«

CovrV, V s CovrV,W s

CovrW,V s CovrW,W s

ff

“

«

VarrV s CovrV,W s

CovrV,W s VarrW s

ff

CovrV,W s “

´

b ´ m2
¯

cosp2θq

VarrV s “ E
”

V 2
ı

´ E2 rV s

“ E
”

`

X1 cospθq ` X2 sinpθq
˘2
ı

´ E2 rV s “ ¨ ¨ ¨

VarrW s “ E
”

W 2
ı

´ E2 rW s

“ E
”

`

´X1 sin pθq ` X2 cos pθq
˘2
ı

´ E2 rW s “ ¨ ¨ ¨

,(3.17) למשוואה בהתאם 5.3 השאלה פתרון

Prp´1 ă X ă 1, Y ă 1q ô a “ ´1, b “ 1, c “ ´8, d “ 1

Prp´1 ă X ă 1, Y ă 1q “ Prp´1 ă X ă 1,´8 ă Y ă 1q

“ FXY pb, dq ´ FXY pa, dq ´ FXY pb, cq ` FXY pa, cq

“ FXY p1, 1q ´ FXY p´1, 1q ´ FXY p1,´8q
loooooomoooooon

“0

`FXY p´1,´8q
looooooomooooooon

“0

“ FXY p1, 1q ´ FXY p´1, 1q

ppX ă 1,´1 ă Y q ô a “ ´8, b “ 1, c “ ´1, d “ 8

ppX ă 1,´1 ă Y q “ Prp´8 ă X ă 1,´1 ă Y ă 8q

“ FXY p1,8q ´(((((((
FXY p´8,8q ´ FXY p1,´1q `((((((((

FXY p´8,´1q

“ FXp1q ´ FXY p1,´1q

של שהסתברות משום
FXp´8q “ PrpX ď ´8q “ 0 ñ FXY p¨,´8q “ FXY p´8, ¨q “ 0

5.4 השאלה פתרון

סימולציה ע"י חישוב (א)
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N = 1e6; % number of random experiments
X = normrnd(1/2,1/2,200,N); % Each random experiment is 200 numbers
Y = sum(X,1); % sum of 200 random numbers
nnz(find(Y >= 90 & Y<=110))/N % numerical probability

תאורטי חישוב E(ב) rY s “ 200ErXis “ 100

VarrY s “ 200VarrXis “
200

4
“ 50 Ð 3.3.1 תכונה

pp90 ď Y q “ Q

˜

90 ´ E rY s
a

VarrY s

¸

“ Q

˜

90 ´ 100
?
50

¸

pp110 ď Y q “ Q

˜

110 ´ E rY s
a

VarrY s

¸

“ Q

˜

110 ´ 100
?
50

¸

pp90 ď Y ď 110q “ pp90 ď Y q ´ pp110 ď Y q

“ Q

˜

´10
?
50

¸

´ Q

˜

10
?
50

¸

“ 1 ´ 2Q

˜

10
?
50

¸

« 0.8427

הקוד: ע"י מספרית תשובה qfunc(-10/sqrt(50))ולבסוף - qfunc(10/sqrt(50))
1-2*qfunc(10/sqrt(50))

5.5 השאלה פתרון

E rX1s “ µ1 “ 0, E rX2s “ µ2 “ 1, E rX3s “ µ3 “ 0

VarrX1s “ σ2
1 “ 1, VarrX2s “ σ2

2 “ 2, VarrX3s “ σ2
3 “ 1

E
”

X2
1

ı

“ VarrX1s ` E2rX1s “ 1

E
”

X2
2

ı

“ VarrX2s ` E2rX2s “ 3

ρX1X2 “
1

?
2

“
CovrX1, X2s

σ1σ2

“
CovrX1, X2s

1 ¨
?
2

ñ CovrX1, X2s “

?
2

?
2

“ 1

ErX1X2s “ CovrX1, X2s ` ErX1sErX2s “ 1

X̂2 “ E rX2s `
CovrX1, X2s

VarrX1s

´

x1 ´ ErX1s

¯

“ 1 ` x1
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ErY3s “ E rX1s ` 2E rX2s “ 2

ErY4s “ 3E rX1s ` 2E rX2s “ 2

VarrY3s “ VarrX1s ` 2 ¨ 2CovrX1, X2s ` 22VarrX2s

“ 1 ` 4 ¨ 1 ` 4 ¨ 2 “ 13

VarrY4s “ 9VarrX1s ` 4VarrX2s ` 2 ¨ 3 ¨ 2CovrX1, X2s “ 9 ` 8 ` 12 “ 29

E rY3Y4s “ E
“

pX1 ` 2X2qp3X1 ` 2X2q
‰

“ 3E
”

X2
1

ı

` 4E
”

X2
2

ı

` 8ErX1X2s

“ 3 ¨ 1 ` 4 ¨ 3 ` 8 ¨ 1 “ 23

CovrY3, Y4s “ E rY3Y4s ´ ErY3sE rY4s “ 23 ´ 2 ¨ 2 “ 19

Ŷ4 “ E rY4s `
CovrY3, Y4s

VarrY3s

`

y3 ´ ErY3s
˘

“ 2 ´
19

13
py3 ´ 3q

ρY3Y4 “
19

?
13 ¨ 29

« 0.9785

VarrY2s “ Varr´X1 ` 2X3s “ 3

“ VarrX1s ` 4VarrX3s ´ 2 ¨ 2CovrX1, X3s “

“ σ2
1 ` 4σ2

3 ´ 4CovrX1, X3s “ 3

“ 1 ` 4 ´ 4CovrX1, X3s “ 3 ñ CovrX1, X3s ‰ 0

VarrY1s “ VarrX2 ` X3s “ 5

“ VarrX2s ` VarrX3s ` 2CovrX2, X3s “ 5

“ 2 ` 1 ` 2CovrX2, X3s “ 5 ñ CovrX2, X3s ‰ 0

6.1 השאלה פתרון

Rxpt1, t2q “ E
“

xpt1qxpt2q
‰

cospαq cospβq “
1

2
cospα ´ βq `

1

2
cospα ` βq

“ E
“

A cosp2πt1 ` θqA cosp2πt2 ` θq
‰

“
1

2
E
”

A2
ı

E
”

cos
`

2π rt1 ´ t2s
˘

ı

`
1

2
E
”

A2
ı

E
”

cos
`

2π rt1 ` t2s ` 2θ
˘

ı

looooooooooooooomooooooooooooooon

“0

“
1

2
E
”

A2
ı

cos
`

2π rt1 ´ t2s
˘

“ Rxpτq
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6.2 השאלה פתרון

WSS להגדרת בהתאם �E
“

xrns
‰

“ E rAs “ 0

Rx rn, n ` ks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“ E
”

A2
ı

“ 1

.WSS הינו xrns לכן,

דומה באופן �E
“

y rns
‰

“ E
“

p´1q
nA

‰

“ p´1q
nE rAs “ 0

Ry rn, n ` ks “ E
“

y rnsy rn ` ks
‰

א דרך

“ E
”

p´1q
nAp´1q

n`kA
ı

“ p´1q
2n

p´1q
kE

”

A2
ı

“ p´1q
k

Ry rn1, n2s “ E
“

y rn1sy rn2s
‰

“ p´1q
n1`n2E

”

A2
ı

“ p´1q
n1`n2 ב דרך

“ p´1q
n1`n2`n1´n1 “ p´1q

2n1`n2´n1 “ p´1q
2n1p´1q

n2´n1

“ p´1q
n2´n1

.WSS הינו yrns לכן,

�Rxy rn, n ` ks “ E
“

x rnsy rn ` ks
‰

“ E
”

A ¨ p´1q
n`kA

ı

“ p´1q
n`k

במשותף. WSS אינם xrns,yrns לכן,

6.3 השאלה פתרון

Sxpfq “ 1 `
1

2
ej2πf `

1

2
e´j2πf

“

8
ÿ

k“´8

Rxrkse´j2πfk

ñ Rxrks “

$

’

’

&

’

’

%

1 k “ 0
1
2

k “ ˘1

0 אחרת

לפי כן, 6.4 השאלה פתרון
E
“

xrks
‰

“ E
“

wrns
‰

´ µ “ ´µ

Rxrks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“ E
”

`

wrns ´ µ
˘ `

wrn ` ks ´ µ
˘

ı

“ E
“

wrnswrn ` ks
‰

´ µ������:0
E
“

wrns
‰

´ µ�������:0
Erwrn ` kss ` µ2

“ Rwrks ` µ2 “ σ2
wδrks ` µ2
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6.5 השאלה פתרון

Erxptqs “ ErAsErwptqs “ 0

Rxpt, t ` τq “ ErA2sRwpτq “ σ2σ2
wδpτq

SxpF q “ σ2σ2
w

6.6 השאלה פתרון

בזמן משתנה תוחלת �

סטציאונרי �

בזמן משתנה שונות �

בזמן משתנה שונות �

6.7 השאלה פתרון

Erais “ 0 ¨ Prpan “ 0q ` 1 ¨ Prpan “ 1q “
1

2

E
”

a2i

ı

“ 02 ¨ Prpan “ 0q ` 12 ¨ Prpan “ 1q “
1

2

Varrais “ E
”

a2i

ı

´ E2rais “
1

4
ÿ

n

gpt ´ nT q “ 1

E
“

xptq
‰

“
ÿ

n

E rans gpt ´ nT q

“
1

2

ÿ

n

gpt ´ nT q “
1

2

E
”

x2ptq
ı

“
ÿ

n

E
”

a2n

ı

g2pt ´ nT q

“
1

2

ÿ

n

g2pt ´ nT q “
1

2
“ Px

Var
“

xptq
‰

“ E
”

x2ptq
ı

´ E2
“

xptq
‰

“
1

2
´

ˆ

1

2

˙2

“
1

4
“ Varrais

מאפס. שונה אחת gp¨q פונציה רק יש מסויים, t זמן עבור הערה:

7.1 השאלה פתרון

Rypt, t ` τq “ E
“

yptqypt ` τq
‰
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“ E
”

`

a1x1ptq ` a2x2ptq
˘ `

a1x1pt ` τq ` a2x2pt ` τq
˘

ı

“ a21Rx1pτq ` a1a2Rx1x2pτq ` a1a2Rx1x2p´τq ` a22Rx2pτq “ Rypτq

Rzpt, t ` τq “ Rzpτq דומה באופן

Ryzpt, t ` τq “ E
“

yptqzpt ` τq
‰

“ E
”

`

a1x1ptq ` a2x2ptq
˘ `

b1x1pt ` τq ` b2x2pt ` τq
˘

ı

“ a1b1Rx1pτq ` a1b2Rx1x2pτq ` a2b1Rx1x2p´τq ` a2b2Rx2pτq “ Rzpτq

7.2 השאלה פתרון

Erxptqs “ ErAt2s “ t2ErAs “ t2
1

2

Rxpt1, t2q “ Erxpt1qxpt2qs “ ErAt21At
2
2s “ t21t

2
2ErA2s “ t21t

2
2

ż 1

0

x2 1

1 ´ 0
dx “ t21t

2
2

1

3

Eryptqs “ ErA2t2s “ t2 ErA2s
loomoon

2.5 דוגמה

“ t2
ż 1

0

x2 1

1 ´ 0
dx “

t2

3

Rxypt1, t2q “ Erxpt1qypt2qs “ ErAt21A
2t22s “ t21t

2
2ErA3s “ t21t

2
2

ż 1

0

x3 1

1 ´ 0
dx “

t21t
2
2

4

Cxypt1, t2q “ Rxypt1, t2q ´ Erxpt1qsErypt2qs

ppyptq ą 3|xptq “ 2q “ ppApAt2q ą 3|At2 “ 2q “ pp2A ą 3q “ ppA ą 3{2q “ 0

E
“

A2
‰

“ VarrAs ` E2rAs “ 1
12

` 1
22

“ 1
3

לחישוב נוספת דרך
סטציאונריות, ,Rxpt1לגבי t2q ‰ Rxpτq

Rxypt1, t2q ‰ Rxypτq

7.3 השאלה פתרון

E
“

vptq
‰

“ Erxptqs ` aEryptqs “ 1 ` a

Rvpt, t ` τq “ E
”

`

xptq ` ayptq
˘ `

xpt ` τq ` aypt ` τq
˘

ı

“ E
“

xptqxpt ` τq
‰

` a2E
“

yptqypt ` τq
‰

` aE
“

xptqypt ` τq
‰

` aE
“

xpt ` τqyptq
‰

“ Rxpt, t ` τq ` a2Rypt, t ` τq ` a ` a

“ Rxpτq ` a2Rypτq ` 2a “ Rvpτq

E
“

wptq
‰

“ Erxptqyptqs “ ErxptqsEryptqs “ 1

Rwpt, t ` τq “ E
“

xptqxpt ` τqyptqypt ` τq
‰
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“ Rxpt, t ` τqRypt, t ` τq

“ RxpτqRypτq “ Rwpτq

Rvwpt, t ` τq “ E
”

`

xptq ` ayptq
˘ `

xpt ` τqypt ` τq
˘

ı

“ E
“

xptqxpt ` τqypt ` τq
‰

` aE
“

xpt ` τqyptqypt ` τq
‰

“ RxpτqE
“

ypt ` τq
‰

` aE
“

xpt ` τq
‰

Rypτq

“ Rxpτq ` aRypτq

“ Rxpτq ` aRxpτq “ 0 ñ a “ ´1

7.4 השאלה פתרון

Var
“

wrns
‰

“ Cwr0s “ Rwr0s ´ µ2
w “ 1 ´

ˆ

1

2

˙2

“
3

4
“ σ2

w

במשותף. סט' לא האותות ולכן סט', לא הוא yrns להלן, בזמן תלות בגלל (א)

E
“

yrns
‰

“ E
“

wrns
‰

cos
`

rω0 ` ∆ωsn
˘

“
1

2
cos

`

rω0 ` ∆ωsn
˘

“ µyrns

Var
“

yrns
‰

“ cos2
`

rω0 ` ∆ωsn
˘

Var
“

wrns
‰

“
3

4
cos2

`

rω0 ` ∆ωsn
˘

Ð (1.18א) משוואה

“ E
”

y2rns

ı

´ E2
“

yrns
‰

“ E
”

w2rns

ı

E
”

cos2
`

rω0 ` ∆ωsn
˘

ı

´
1

4
cos2

`

rω0 ` ∆ωsn
˘

לא האותות מאידך, .ω0 Ø ω0 ` ∆ω כאשר ,(6.8 (דוגמא WSS הוא מהאותות אחד כל (ב)
במשותף. סט'

E
“

yrns
‰

“ E
“

wrns
‰

E
”

cos
`

rω0 ` ∆ωsn ` θ
˘

ı

“ µw ¨ 0

“ E
“

xrns
‰

“ 0 Ð 6.8 דוגמא

Var
“

yrns
‰

“ E
”

y2rns

ı

´ E2
“

yrns
‰

looomooon

“0

“ E
”

w2rns

ı

E
”

cos2
`

rω0 ` ∆ωsn ` θ
˘

ı

Ð (3.23) נוסחא

“
1

2
Rwr0s

ˆ

1 `
(((((((((((((((
E
”

cos
`

2 rω0 ` ∆ωsn ` 2θ
˘

ı

˙

“
1

2
Rwr0s “

1

2

Rxyrn, n ` ks “ E
“

wrnswrn ` ks
‰

E
”

cospω0n ` θq cos
`

rω0 ` ∆ωs pn ` kq ` θ
˘

ı

‰‰‰ Rxyrks

מתבסס פתרון במשותף. סט' לא האותות ולכן סט', לא הוא yrns להלן בזמן תלות בגלל (ג)
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6.8 דוגמא על

E
“

yrns
‰

“ E
“

wrns
‰

E
”

cos
`

rω0 ` ∆ωsn
˘

ı

“ µwE
“

cospω0n ` ∆ωnq
‰

“
1

2

ż 1

´1

1

2
cospω0n ` xnq

loooooooomoooooooon

fXpxqgpxq

dx Ð

ż

cospax ` bqdx “
sinpax ` bq

a

“
1

4

sinpxn ` ω0nq

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

´1

“
1

4

«

sinpω0n ` nq

n
´

sinpω0n ´ nq

n

ff

“ µyrns

“
1

4n

”

sin
`

rω0 ` 1sn
˘

´ sin
`

rω0 ´ 1sn
˘

ı

“
1

2n
sinpnq cospω0nq

תוחלת: של לחישוב לדוגמה w0סימולציה = pi/20; % arbitrary chosen
N = 20; n = 0:N-1;
dw = rand(1,1e4)*2-1;
y = cos((w0+dw').*n);
Ey = mean(y);
plot(n,Ey,'-',n,1/2./n.*(sin((w0+1)*n)-sin((w0-1)*n)),'o')

במשותף. סט' לא האותות ולכן סט', לא הוא yrns להלן בזמן תלות בגלל (ד)

E
“

yrns
‰

“ E
”

cos
`

ω0n ` wrns
˘

ı

“

ż 1

´1

1

2
cospω0n ` xq

loooooooomoooooooon

fXpxqgpxq

dx

“
1

2
sinpω0n ` xq

ˇ

ˇ

ˇ

1

´1
“

1

2

“

sinpω0n ` 1q ´ sinpω0n ´ 1q
‰

“ sinp1q cospω0nq “ µyrns

תוחלת: של לחישוב לדוגמה w0סימולציה = pi/8;
w = rand(100,1e4)*2-1;
n = 0:99;
y = cos(w0*n + w');
Ey = mean(y);
plot(n,Ey,'-',n,1/2*sin(w0*n+1)-1/2*sin(w0*n-1),'o')

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E[
y[
n]
]

Simulation
Theory

ד' סעיף (ב)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

E[
y[
n]
]

Simulation
Theory

ג' סעיף (א)
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7.5 השאלה פתרון

E
“

xrns
‰

“ E
“

wrns
‰

E
“

cospθq
‰

“ µw

ż π
10

´ π
10

1

π

10
´

ˆ

´
π

10

˙ cospxqdx

“
1

2
¨
5

π
sinpxq

ˇ

ˇ

ˇ

π{10

´π{10
Ð

ż π
10

´ π
10

cospθq “ 2 sin

ˆ

π

10

˙

“
1

2
p
?
5 ´ 1q « 0.61803

“
5

π
sin

ˆ

π

10

˙

“
5

2π
¨
1

2
p
?
5 ´ 1q « 0.49182

Px “ E
”

x2rns

ı

“ E
”

w2rns

ı

E
”

cos2pθq

ı

E
”

w2rns

ı

“ Rwr0s “ 1

E
”

cos2pθq

ı

“ E

„

1

2
`

1

2
cosp2θq

ȷ

“
1

2
`

1

2
E
“

cosp2θq
‰

E
“

cosp2θq
‰

“

ż π
10

´ π
10

1

π

10
´

ˆ

´
π

10

˙ cosp2xqdx

“
5

π

1

2
sinp2xq

ˇ

ˇ

ˇ

π{10

´π{10

“
5

π
sin

ˆ

π

5

˙

“
5

π

d

5

8
´

?
5

8
« 0.935489

Px “ E
”

cos2pθq

ı

« 0.967745

Rxrn, n ` ks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“ E
“

wrnswrn ` ks
‰

E
”

cos2pθq

ı

“ RwrksE
”

cos2pθq

ı

“ Rxrks

E
“

yrns
‰

“ E
“

xrns
‰

Py “ Px

Ryrn, n ` ks “ E
“

yrnsyrn ` ks
‰

“ E
“

wrnswrn ` ks
‰

E
”

cos
`

θrns
˘

cos
`

θrn ` ks
˘

ı

“ E
“

wrnswrn ` ks
‰

E
”

cos
`

θrns
˘

ı

E
”

cos
`

θrn ` ks
˘

ı
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“ RwrksE2
”

cos
`

θrns
˘

ı

“ Ryrks “ Rxrks

E
“

zrns
‰

“ E
“

wrns
‰

E
”

cos
`

ω0n ` θrns
˘

ı

“ µw

ż π
10

´ π
10

1

π

10
´

ˆ

´
π

10

˙ cospω0n ` xqdx

“
1

2
¨
5

π
sinpω0n ` xq

ˇ

ˇ

ˇ

π{10

´π{10

“
1

2
¨
5

π

«

sin

ˆ

ω0n `
π

10

˙

´ sin

ˆ

ω0n ´
π

10

˙

ff

“
5

π
sin

ˆ

π

10

˙

cospω0nq

8.1 השאלה פתרון

.11.1 ,6.7 לדוגמאות בדומה אפשריות, דרכים ב-3 הוא הפתרון (א)

א דרך Rxrn, n ` ks “ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

“ E
”

`

wrns ` wrn ´ 1s
˘ `

wrn ` ks ` wrn ´ 1 ` ks
˘

ı

“ Rwrks ` Rwrk ´ 1s ` Rwrk ` 1s ` Rwrks

“ Rwrk ´ 1s ` 2Rwrks ` Rwrk ` 1s

“ δrk ´ 1s ` 2δrks ` δrk ` 1s

“ t1, 2
Ò
, 1u

Ryrn, n ` ks “ E
“

yrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

`

wrns ´ wrn ´ 1s
˘ `

wrn ` ks ´ wrn ´ 1 ` ks
˘

ı

“ ´Rwrk ´ 1s ` 2Rwrks ´ Rwrk ` 1s

“ t´1, 2
Ò
,´1u

ב דרך hxrns “
␣

1, 1
(

hyrns “
␣

1,´1
(

Rxrks “ Rwrks ˚ hxrns ˚ hxr´ns

“ t1u ˚ t1
Ò
, 1u ˚ t1, 1

Ò
u “ t1, 2

Ò
, 1u

“ Cxrn, n ` ks

Ryrks “ Rwrks ˚ hxrns ˚ hxr´ns
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“ t1u ˚ t1
Ò
,´1u ˚ t´1, 1

Ò
u “ t´1, 2

Ò
,´1u

“ Cyrks

ג דרך Hxpzq “

´

1 ` z´1
¯

Hxpzq “

´

1 ´ z´1
¯

Sxpzq “ SwpzqHxpzqHxp1{zq

“

´

1 ` z´1
¯

p1 ` zq “ z ` 2 ` z´1 “ Z
␣

Rxrks
(

Sypzq “ SwpzqHypzqHyp1{zq

“

´

1 ´ z´1
¯

p1 ´ zq “ ´z ` 2 ´ z´1 “ Z
␣

Ryrks
(

Px “ Py “ Rxr0s “ Ryr0s “ 2

כלהלן אפשריות, דרכים ב-3 הוא הפתרון (ב)

א דרך Rxyrn, n ` ks “ E
“

xrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

`

wrns ` wrn ´ 1s
˘ `

wrn ` ks ´ wrn ´ 1 ` ks
˘

ı

“ Rwrks ´ Rwrk ´ 1s ` Rwrk ` 1s ´ Rwrks

“ ´Rwrk ´ 1sRwrk ` 1s

“ ´δrk ´ 1s ` δrk ` 1s “ t1, 0
Ò
,´1u

ב דרך Rxyrks “ Rwrks ˚ hxr´ns ˚ hyrns

“ hxr´ns ˚ hyrns

“ t1, 0
Ò
,´1u “ Cxyrks

ג דרך Sxypzq “ SwpzqHxp1{zqHypzq

“ z ´ z´1 “ Z
␣

Rxyrks
(

Rxy rks ‰ 0 @k

Cxy rks ‰ 0 @k

ולא קורלציה חסרי לא אורטוגנליים, לא בתהליכים מדובר כמובן ,7.2.1 לתכונה בהתאם
תלויים. בלתי

ומטריצת µ תוחלות וקטור למוצא יש .10.2 ותכונה 10.1 ,5.3 לפרקים בהתאם הוא הפתרון (ג)
אקראיים. המשתנים שלושת של covariance

C “

»

—

–

Cov
“

xr2s,xr2s
‰

Cov
“

xr2s,xr3s
‰

Cov
“

xr2s,yr4s
‰

Cov
“

xr3s,xr2s
‰

Cov
“

xr3s,xr3s
‰

Cov
“

xr3s,yr4s
‰

Cov
“

yr4s,xr2s
‰

Cov
“

yr4s,xr3s
‰

Cov
“

yr4s,yr4s
‰

fi

ffi

fl
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“

»

—

–

Cxr0s Cxr1s Cxyr2s

Cxr1s Cxr0s Cxyr1s

Cxyr´2s Cxyr´1s Cyr0s

fi

ffi

fl

“

»

—

–

2 1 0

1 2 ´1

0 1 2

fi

ffi

fl

µ “

”

0 0 0
ıT

סימטריה. וחוסר סימטריה לגבי 7.2.1 ותכונה 6.4.3 תכונה חשובה: תזכורת

.(8.7) במשוואה שמופיע למה דומה באופן מתקבלות המשוואות (ד)

mse “ E
”

`

yrns ´ a1xrns ´ a2xrn ´ 1s
˘2
ı

B

Ba1
“ E

”

2
`

yrns ´ a1xrns ´ a2xrn ´ 1s
˘

p´xrnsq

ı

“ ´2E
”

xrnsyrns ` a1x
2rns ` a2xrnsxrn ´ 1s

ı

“ ´2Rxyr0s ` 2a1Rxr0s ` 2a2Rxr1s “ 0

B

Ba2
“ E

”

2
`

yrns ´ a1xrns ´ a2xrn ´ 1s
˘

p´xrn ´ 1sq

ı

“ ´2Rxyr1s ` 2a1Rxr1s ` 2a2Rxr0s “ 0
«

Rxr0s Rxr1s

Rxr1s Rxr0s

ff«

a1
a2

ff

“

«

Rxyr0s

Rxyr1s

ff

ñ

«

a1
a2

ff

“

«

1
3

´2
3

ff

8.2 השאלה פתרון

הוא ההסתברות חישוב מוגדרים. ושונות תוחלת בעל גאוסי אקראי בתהליך מדובר (א)
בהתאם.

xrns „ N
´

µx “ E
“

xrns
‰

“ 0, σ2
x “ Var

“

xrns
‰

“ Cxr0s “ Rxr0s “ 4
¯

p
`

xrns ă a
˘

“ 1 ´ Q

ˆ

a ´ µx

σx

˙

“ Q

ˆ

´
a ´ µx

σx

˙

“ 1 ´ Q

ˆ

4

2

˙

“ 1 ´ Qp2q “ Qp´2q « 0.9772

WSS תהליך של הדגימות בין קורלציה מקדם של להגדרה בהתאם (ב)

ρ “
Cxr3 ´ 1s

Cxr0s
“

Rxr2s

Rxr0s
“ e´2

הספק בחישוב מדובר (ג)

E
“

wrns
‰

“ E
”

x2rns

ı

“ Rxr0s “ Px “ 4
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מהצורה יציבה, שתמיד ,FIR במערכת מדובר (ד)

yrns “ xrns ˚ hrns “ xrns ˚
␣

1, 0, 2
(

“ xrns ˚
`

δrns ` 2δrn ´ 2s
˘

ואוטו- בזמן קבועה (תוחלת מתקיימים 6.4.2 בתכונה שהתנאים להראות ניתן לחליפין
בלבד). זמנים בהפרש תלויה קורלציה

ההסתברות חישוב לכן יציבה, LTI מערכת דרך גאוסי אקראי תהליך של במעבר מדובר (ה)

.yrns „ N
´

µy, σ
2
y

¯

של גאוסית הסתברות של תכונות על מתבסס

µy “ E
“

yrns
‰

“ µx

ÿ

m

hrms “ 0 Ð (11.3) משוואה

Ryrks “ E
“

yrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

`

xrns ` 2xrn ´ 2s
˘

¨
`

xrn ` ks ` 2xrn ´ 2 ` ks
˘

ı

“ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

looooooooomooooooooon

Rxrks

`2Rxrk ´ 2s ` 2Rxrk ` 2s ` 4Rxrks

“ 5Rxrks ` 2Rxrk ´ 2s ` 2Rxrk ` 2s

“ Rxrks ˚ hrns ˚ hr´ns Ð נוספת דרך

“ Rxrks ˚
`

δrns ` 2δrn ´ 2s
˘

˚
`

δrns ` 2δrn ` 2s
˘

loooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooon

2δrn´2s`5δrns`2δrn`2s

σ2
y “ Var

“

yrns
‰

“ Cyr0s “ Ryr0s

“ 5Rxr0s ` 2Rxr2s ` 2Rxr´2s

“ 5Rxr0s ` 4Rxr2s “ 20 ` 16e´2 « p4.708q2

p
`

yrns ă a
˘

“ 1 ´ Q

˜

a ´ µy

σy

¸

“ 1 ´ Q

˜

4

σy

¸

p
`

yrns ą a
˘

“ Q

˜

a ´ µy

σy

¸

“ Q

˜

4

σy

¸

« 0.1978

להגדרה בהתאם (ו)

Cy “

«

Var
“

yr1s
‰

Cov
“

yr1s,yr3s
‰

Cov
“

yr1s,yr3s
‰

Var
“

yr3s
‰

ff

“

«

Ryr0s Ryr2s

Ryr2s Ryr0s

ff

יציבה. במערכת שמדובר בגלל במשותף, סטציאונריים הם התהליכים (ז)

Rxyrks “ Rxrks ˚ hrns
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“ Rxrks ˚
`

δrns ` 2δrn ´ 2s
˘

“ Rxrks ` Rxrk ´ 2s

זהה: תוצאה נותן הגדרה לפי חישוב כמובן

Rxyrks “ E
“

xrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

xrns
`

xrn ` ks ` 2xrn ´ 2 ` ks
˘

ı

“ E
“

xrnsxrn ` ks
‰

looooooooomooooooooon

Rxrks

`2E
“

xrnsxrn ´ 2 ` ks
‰

“ Rxrks ` Rxrk ´ 2s

ע"י מתקבל ממוצעת ריבועית שגיאה של המינימום (ח)

mse “ E
”

`

xrn ` 1s ´ a0yrns ´ a1yrn ´ 1s
˘2
ı

B

Ba0
mse “ 2E

”

`

xrn ` 1s ´ a0yrns ´ a1yrn ´ 1s
˘

¨ p´yrnsq

ı

ñ Rxyr´1s “ a0Ryr0s ` a1Ryr1s

B

Ba1
mse “ 2E

”

`

xrn ` 1s ´ a0yrns ´ a1yrn ´ 1s
˘

¨ p´yrn ´ 1sq

ı

ñ Rxyr´2s “ a0Ryr1s ` a1Ryr0s

לסיכום הקודם. מסעיף מתקבלים Rxyrks של הערכים

«

Ryr0s Ryr1s

Ryr1s Ryr0s

ff«

a0
a1

ff

“

«

Rxyr´1s

Rxyr´2s

ff

הוא ההצבה אחרי הפתרון

a0 “
2 ` 7e2 ` 5e4

4e ` 16e3 ` 25e5
« 0.0808184

a1 “ ´
2
`

1 ` e2
˘

4 ` 16e2 ` 25e4
« ´0.0112818

8.3 השאלה פתרון

E
“

zrns
‰

“ E
“

xrns
‰

cospω0nq ` E
“

yrns
‰

sinpω0nq “ 0

Rzrn, n ` ks “ E
”

`

xrns cospω0nq ` yrns sinpω0nq
˘

´

xrn ` ks cos
`

ω0pn ` kq
˘

` yrn ` ks sin
`

ω0pn ` kq
˘

¯

ȷ

“ Rxrks cospω0nq cos
`

ω0pn ` kq
˘
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Ñ
1

2
Rxrks cospω0kq `

1

2
Rxrks cos

`

ω0p2n ` kq
˘

`����Rxyrks cospω0nq sin
`

ω0pn ` kq
˘

Ñ 0

`����Ryxrks sinpω0nq cos
`

ω0pn ` kq
˘

Ñ 0

` Ryrks sinpω0nq sin
`

ω0pn ` kq
˘

Ñ
1

2
Ryrks cospω0kq ´

1

2
Ryrks cos

`

ω0p2n ` kq
˘

“ Rxrks cospω0kq “ Rzrks

Pz “ Rzr0s “ 1

“ E
”

z2rns

ı

“ E
”

`

xrns cospω0nq ` yrns sinpω0nq
˘2
ı

“ Rxr0s cos2pω0nq ` Ryr0s sin2pω0nq ` 2Rxyr0s cospω0nq sinpω0nq

“ Rxr0s “ 1

Rxzrn, n ` ks “ E

„

xrns

´

xrn ` ks cos
`

ω0pn ` kq
˘

` yrn ` ks sin
`

ω0pn ` kq
˘

¯

ȷ

“ E
”

xrnsxrn ` ks cos
`

ω0pn ` kq
˘

ı

` E
”

xrnsyrn ` ks sin
`

ω0pn ` kq
˘

ı

‰ Rxzrks

ρ “
Czr2s

Czr0s
“ Rzr2s “ Rxr2s cosp2ω0q “ p´1q ¨ exp

ˆ

´
1

5

˙

ẑrn ` 2s “ a1zrns ` a2zrn ´ 1s

mse “ E
”

`

zrn ` 2s ´ ẑrn ` 2s
˘2
ı

“ E
”

`

zrn ` 2s ´ a1zrns ´ a2zrn ´ 1s
˘2
ı

B

Ba1
mse “ E

”

`

zrn ` 2s ´ a1zrns ´ a2zrn ´ 1s
˘

zrns

ı

“ 0

“ E
“

zrn ` 2szrns
‰

´ a1E
“

zrnszrns
‰

´ a2E
“

zrnszrn ´ 1s
‰

B

Ba2
mse “ E

“

zrn ` 2szrn ´ 1s
‰

´ a1E
“

zrnszrn ´ 1s
‰

´ a2E
“

zrn ´ 1szrn ´ 1s
‰

“ 0

«

Rzr0s Rzr1s

Rzr1s Rzr0s

ff«

a1
a2

ff

“

«

Rzr2s

Rzr3s

ff

Rzrk ` 2s “ a1Rzrks ` a2Rzrk ´ 1s k “ 0, 1

zrns „ NpE
“

zrns
‰

“ 0,Var
“

zrns
‰

“ 1q

8.4 השאלה פתרון

E(א)
“

zrns
‰

“ E
“

xrns
‰

E
“

cospω0n ` θq
‰

` E
“

yrns
‰

E
“

sinpω0n ` θq
‰

“ 0
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Rzrn, n ` ks “ E
”

`

xrns cospω0n ` θq ` yrns sinpω0n ` θq
˘

¨

¨

´

xrn ` ks cos
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

` yrn ` ks sin
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

¯

ȷ

איבר-איבר: לנתח יש

E
“

xrnsxrn ` ks
‰

E
”

cospω0n ` θq cos
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

ı

Ñ
1

2
Rxrks cospω0kq

E
“

xrnsyrn ` ks
‰

E
”

cospω0n ` θq sin
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

ı

Ñ
1

2
Rxyrks sinpω0kq

E
“

xrn ` ksyrns
‰

E
”

cos
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

sinpω0n ` θq

ı

Ñ ´
1

2
Rxyr´ks sinpω0kq

E
“

yrnsyrn ` ks
‰

E
”

sinpω0n ` θq sin
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

ı

Ñ
1

2
Ryrks cospω0kq

לסיכום,

Rzrks “
1

2
cospω0kq

“

Rxrks ` Ryrks
‰

`
1

2
sinpω0kq

“

Rxyrks ´ Rxyr´ks
‰

הספק חישוב

Pz “ Rzr0s “
1

2

“

Rxr0s ` Ryr0s
‰

“
1

2
r1 ` 1s “ 1

קורלציה וחסרי אורטוגונליים ,JWSS הם: האותות האותות: בין קשר (ב)

Rxzrn, n ` ks “ E
”

xrnspxrn ` ks cos
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

` yrn ` ks sin
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

q

ı

“ RxrksE
”

cos
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

ı

` RxyrksE
”

sin
`

ω0pn ` kq ` θ
˘

q

ı

“ 0

“ Rxzrks n-ב תלוי בלתי

גאוסי אקראי משתנה עבור (ג)

Var
“

zrns
‰

“ Czr0s “ Rzr0s ´ µ2
z “ Rzr0s “ Pz “ σ2

z “ 1

zrns „ Np0, σ2
zq ñ Pr

ˆ

zrns ą
1

2

˙

“ Q

ˆ

1

2σz

˙

Ð 2.2.3 פרק

הביטוי חישוב (ד)

E
”

pzrns ´ zrn ´ 1sq2
ı

“ E
”

z2rns

ı

´ 2E
“

zrnszrn ´ 1s
‰

` E
”

z2rn ´ 1s

ı

“ 2Rzr0s ´ 2Rzr1s

לכן גאוסיים, תהליכים של לינארית קומבינציה הם xrns, zrns תהליכים 8.5 השאלה פתרון
הוכחה נידרשת ולא מספקת הזאת תשובה במשותף. וסטציאונריים סטציאונריים גאוסיים, הם
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לכך. נוספת

E
“

yrns
‰

“ E
“

x1rns
‰

` E
“

x2rn ´ 1s
‰

“ µ1 ` µ2

Ryrn, n ` ks “ E
“

yrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

`

x1rns ` x2rn ´ 1s
˘ `

x1rn ` ks ` x2rn ` k ´ 1s
˘

ı

“ E
“

x1rnsx1rn ` ks
‰

` E
“

x2rn ´ 1sx2rn ` k ´ 1s
‰

` E
“

x1rns
‰

E
“

x2rn ` k ´ 1s
‰

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

תלויים בלתי שהם בגלל

`E
“

x2rn ´ 1s
‰

E
“

x1rn ` ks
‰

“ R1rks ` R2rks ` 2µ1µ2 “ Ryrks

Py “ Ryr0s

“ R1r0s ` R2r0s ` 2µ1µ2

R1r0s “ Var
“

x1rns
‰

` E2
“

x1rns
‰

“ σ2
1 ` µ2

1

Py “ σ2
1 ` µ2

1 ` σ2
2 ` µ2

2
loomoon

R2r0s

`2µ1µ2

“ σ2
1 ` σ2

2 ` pµ1 ` µ2q
2

Cyrks “ Ryrks ´ E2
“

yrns
‰

“ R1rks ` R2rks ` 2µ1µ2 ´ pµ1 ` µ2q
2

loooomoooon

E2ryrnss

“ R1rks ´ µ2
1 ` R2rks ´ µ2

2

“ C1rks ` C2rks

Var
“

yrns
‰

“ Ryr0s ´ E2
“

yrns
‰

“ Var
“

x1rns
‰

` Var
“

x2rn ´ 1s
‰

“ σ2
1 ` σ2

2

yrns „ N
´

E
“

yrns
‰

,Var
“

yrns
‰

¯

„ N
´

µ1 ` µ2, σ
2
1 ` σ2

2

¯

E

»

–

1
ÿ

m“0

yrns

fi

fl “

1
ÿ

m“0

E
“

yrns
‰

“ 2pµ1 ` µ2q
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Var
“

yr0s ` yr1s
‰

“ Var
“

yr0s
‰

loooomoooon

Cyr0s

`2Cov
“

yr0s,yr1s
‰

loooooooomoooooooon

Cyr1s

`Var
“

yr1s
‰

loooomoooon

Cyr0s

“ 2Cyr0s ` 2Cyr1s

yr0s ` yr1s „ Np2pµ1 ` µ2q, 2Cyr0s ` 2Cyr1sq

E
“

zrns
‰

“ µ1 ` µ2 “ E
“

zrns
‰

Rzrks “ E
“

zrnszrn ` ks
‰

“ Ryrks Ð Ryrks של לחישוב זהה חישוב

Ryzrn, n ` ks “ E
“

yrnszrn ` ks
‰

“ E
”

`

x1rns ` x2rn ´ 1s
˘ `

x1rn ´ 1 ` ks ` x2rn ` ks
˘

ı

s

“ E
“

x1rnsx1rn ´ 1 ` ks
‰

` E
“

x2rn ´ 1sx2rn ` ks
‰

` 2µ1µ2

“ R1rk ´ 1s ` R2rk ` 1s ` 2µ1µ2

µ1 “ µ2 “ 0

msepaq “ E
”

`

zrns ´ ayrns
˘2
ı

“ Rzr0s ´ 2aRyzr0s ` a2Ryr0s

dmsepaq

da
“ ´2Ryzr0s ` 2aRyr0s “ 0

a “
Ryzr0s

Ryr0s

msepaq “ E
”

`

zrns ´ ayrns
˘2
ı

“ E
”

`

x1rns ` x2rn ´ 1s ´ ax1rn ´ 1s ´ ax2rns
˘2
ı

“ R1r0s ´ aR1r1s

` R2r0s ´ aR2r1s

´ aR1r1s ` a2R1r0s

´ aR2r1s ` a2R2r0s

dmsepaq

da
“ ´2R1r1s ´ 2R2r1s ` a

`

2R1r0s ` 2R1r0s
˘

“ 0

a “
R1r1s ` R2r1s

R1r0s ` R1r0s
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8.6 השאלה פתרון

E
“

yrns
‰

“ E
“

x1rns
‰

` E
“

x2rn ´ 1s
‰

“ µ1 ` µ2

Ryrn, n ` ks “ E
“

yrnsyrn ` ks
‰

“ E
”

`

x1rns ` x2rn ´ 1s
˘ `

x1rn ` ks ` x2rn ` k ´ 1s
˘

ı

“ E
“

x1rnsx1rn ` ks
‰

` E
“

x2rn ´ 1sx2rn ` k ´ 1s
‰

` E
“

x1rnsx2rn ` k ´ 1s
‰

` E
“

x2rn ´ 1sx1rn ` ks
‰

“ R1rks ` R2rks ` R12rk ´ 1s ` R21rk ` 1s

“ R1rks ` R2rks ` R12rk ´ 1s ` R12r´k ´ 1s “ Ryrks

R21rk ` 1s “ R12r´pk ` 1qs “ R12r´k ´ 1s Ð בשאלה נתון לא R21rks

Py “ Ryr0s “ R1r0s ` R2r0s ` 2R12r´1s

E2
“

yrns
‰

“ pµ1 ` µ2q
2

Cyrks “ Ryrks ´ E2
“

yrns
‰

yrns „ N
´

E
“

yrns
‰

,Var
“

yrns
‰

“ Cyr0s

¯

E

»

–

1
ÿ

m“0

yrns

fi

fl “

1
ÿ

m“0

E
“

yrns
‰

“ 2pµ1 ` µ2q

Var
“

yr0s ` yr1s
‰

“ Var
“

yr0s
‰

` 2Cyr1s ` Var
“

yr1s
‰

“ 2Cyr0s ` 2Cyr1s

yr0s ` yr1s „ Np2pµ1 ` µ2q, 2Cyr0s ` 2Cyr1sq

Ryzrn, n ` ks “ E
”

`

x1rns ` x2rn ´ 1s
˘ `

x1rn ´ 1 ` ks ` x2rn ` ks
˘

ı

s

“ E
“

x1rnsx1rn ´ 1 ` ks
‰

` E
“

x2rn ´ 1sx2rn ` ks
‰

` E
“

x1rnsx2rn ` ks
‰

` E
“

x2rn ´ 1sx1rn ´ 1 ` ks
‰

“ R1rk ´ 1s ` R2rk ` 1s ` R12rks ` R21rks

“ R1rk ´ 1s ` R2rk ` 1s ` R12rks ` R12r´ks

µ1 “ µ2 “ 0

msepaq “ E
”

`

zrns ´ ayrns
˘2
ı

“ Rzr0s ´ 2aRyzr0s ` a2Ryr0s

dmsepaq

da
“ ´2Ryzr0s ` 2aRyr0s “ 0
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a “
Ryzr0s

Ryr0s

msepaq “ E
”

`

zrns ´ ayrns
˘2
ı

“ E
”

`

x1rns ` x2rn ´ 1s ´ ax1rn ´ 1s ´ ax2rns
˘2
ı

“ R0r0s ` R12r´1s ´ aR1r1s ´ aR12r0s

` R21r1s ` R2r0s ´ aR12r0s ´ aR2r1s

´ aR1r1s ´ aR12r0s ` a2R1r0s ` a2R12r1s

´ aR12r0s ´ aR2r1s ` a2R12r1s ` a2R2r0s

dmsepaq

da
“ 0 ñ a “

R1r1s ` 2R12r0s ` R2r1s

R1r0s ` 2R12r1s ` R2r0s

9.1 השאלה פתרון

xptq “ A cos p2πfct ` θq ` Am sin p2πfmt ` ϕq cos p2πfct ` θq

Erxptqs “ AErcos p2πfct ` θqs ` AmErsin p2πfmt ` ϕqsErcos p2πfct ` θqs “ 0

Var
“

xptq
‰

“ Erx2ptqs ´ E2rxptqs “ Erx2ptqs

Erx2ptqs “ A2Ercos2 p2πfct ` θqs ` A2m2Ersin2 p2πfmt ` ϕqsErcos2 p2πfct ` θqs

` 2mA2Ersin p2πfmt ` ϕqsErcos2 p2πfct ` θqs

“
A2

2
`

A2m2

4

Rxpt, t ` τq “ E
“

xptqxpt ` τq
‰

“ A2E
”

cos p2πfct ` θq cos
`

2πfcpt ` τq ` θ
˘

ı

` mA2E
”

cos p2πfct ` θq cos
`

2πfcpt ` τq ` θ
˘

ı

E
”

sin
`

2πfmpt ` τq ` ϕ
˘

ı

` mA2E
”

cos p2πfct ` θq cos
`

2πfcpt ` τq ` θ
˘

ı

E
“

sin p2πfmt ` ϕq
‰

` m2A2E
”

cos p2πfct ` θq cos
`

2πfcpt ` τq ` θ
˘

ı

ˆ

ˆ E
”

sin p2πfmt ` ϕq sin
`

2πfmpt ` τq ` ϕ
˘

ı

“
A2

2
cosp2πfcτq `

m2A2

4
cosp2πfcτq cosp2πfmτq

Py “

ż 8

´8

ˇ

ˇHpfq
ˇ

ˇ

2
Sxpfqdf “

ż 8

´8

Sxpfqdf “ Rxp0q “ Px “ Erx2ptqs
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10.1 השאלה פתרון

SxpF q “ F
␣

Rxpτq
(

“ σ2
x

?
π

α
exp

˜

´
π2F 2

α2

¸

SypF q “ SxpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
“ σ2

x

?
π

α
exp

˜

´
π2F 2

α2

¸

|j2πF |
2

Py “

ż 8

´8

SxpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF

“

ż 8

´8

»

–σ2
x

?
π

α
exp

˜

´
π2F 2

α2

¸

fi

fl |j2πF |
2 dF

“ 4σ2
xπ

2

?
π

α

ż 8

´8

F 2 exp

˜

´
π2F 2

α2

¸

dF

“ 8σ2
xπ

2

?
π

α

ż 8

0

F 2 exp

˜

´
π2F 2

α2

¸

dF

“ 8σ2
xπ

2

?
π

α

ż 8

0

F 2 exp
´

´β2F 2
¯

dF, β “
π

α

“ 8σ2
xπ

2

?
π

α

?
π

4β3

“ 8σ2
xπ

2

?
π

α

?
π

4

α3

π3

“ 2α2σ2
x

yptq „ Np0, σ2
y “ Py “ 2α2σ2

xq

10.2 השאלה פתרון

Px “ Rxp0q “ e0 “ 1

SxpF q “
2a

a2 ` p2πF q
2 , a “

1

4
Ð exp

`

´a|t|
˘ F

ðñ
2a

a2 ` 4π2f 2

P “

ż 4

´4

SxpF qdF

“

ż 4

´4

2a

a2 ` p2πF q
2dF
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“ 4a

ż 4

0

1

a2 ` p2πF q
2

loooooomoooooon

1
4π2

a2

4π2 ` F 2
“

1

4π2

1
ˆ

a

2π

˙2

` F 2

dF

“
a

π2

ż 4

0

1
ˆ

1

8π

˙2

` F 2

dF Ð

ż

1

a2 ` x2
dx “

1

a
tan´1 x

a

“
2

π
atanp8πF q

ˇ

ˇ

ˇ

4

0
“

2

π
atanp32πq « 1

xptq „ Np0, 1q ñ Pr
`

xp1q ą 3
˘

“ Qp3q

E
“

xp0q ` xp1q
‰

“ 0

Var
“

xp0q ` xp1q
‰

“ Var
“

xp0q
‰

` 2Cov
“

xp0q,xp1q
‰

` Var
“

xp1q
‰

“ 1 ` 1 ` 2Cxp1q “ 1 ` 1 ` 2Rxp1q “ 2
´

1 ` e´ 1
4

¯

Pr
´

“

xp0q ` xp1q
‰

ą 3
¯

“ Q

¨

˚

˝

3
b

Var
“

xp0q ` xp1q
‰

˛

‹

‚

yptq „ N
`

cospΩ0tq, 1
˘

Ð Ω0 “ 2π30g

Var
“

yptq
‰

“ E
”

y2ptq
ı

´ E2
“

yptq
‰

“ E
”

x2ptq ` 2 cospΩ0tqxptq ` cos2pΩ0tq
ı

´ cos2pΩ0tq

“ E
”

x2ptq
ı

` 2 cospΩ0tqE
“

xptq
‰

“ Rxp0q “ 1

Var
“

yptq
‰

“ Var
“

xptq ` cosp2π30tq
‰

“ Var
”

x2ptq
ı

Ð VarraX`bs“a2VarrXs

Pyptq “ E
”

y2ptq
ı

“ E
”

x2ptq ` 2 cospΩ0tqxptq ` cos2pΩ0tq
ı

“ 1 ` cos2pΩ0tq

E
“

yptq
‰

“ cospΩ0tq

Rypt, t ` τq “ E
“

yptqypt ` τq
‰
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“ E

„

`

xptq ` cospΩ0tq
˘

´

xpt ` τq ` cos
`

Ω0pt ` τq
˘

¯

ȷ

“ E
“

xptqxpt ` τq
‰

` cospΩ0tqE
“

xpt ` τq
‰

` E
“

xptq
‰

cos
`

Ω0pt ` τq
˘

` cospΩ0tq cos
`

Ω0pt ` τq
˘

“ Rxpτq `
1

2
cospΩ0τq `

1

2
cosp2Ω0t ` Ω0τq

10.3 השאלה פתרון

Rxpτq “ 10δpτq

Sx “ 10

Py “

8
ż

´8

Sx pF q
ˇ

ˇH1pF q
ˇ

ˇ

2
dF “

ż 3

´3

10 ¨ 12dF “ 60

yptq „ Np0, 60q ð Pr
`

yptq ą 3
˘

“ Q

˜

3

σy

¸

“ Q

˜

3
?
60

¸

Pz “

8
ż

´8

Sx pF q
ˇ

ˇH1pF qH2pF q
ˇ

ˇ

2
dF

“ 10

ż 3

´3

ˇ

ˇH2pF q
ˇ

ˇ

2
dF “ 10

ż 3

´3

exp

˜

´
F 2

4

¸2

dF « 25.0

“ 10

ż 3

´3

exp

˜

´
F 2

2

¸

dF

“ 10
?
2π

1
?
2π

ż 3

´3

exp

˜

´
F 2

2

¸

dF

“ 10
?
2π

`

1 ´ 2Qp3q
˘

Pz “

8
ż

´8

Sx pF q
ˇ

ˇH2pF q
ˇ

ˇ

2
dF

“ 10

8
ż

´8

exp

˜

´
F 2

2

¸

dF “ 10
?
2π

zptq „ Np0, 10
?
2πq

Ryzpτq “ F ´1
␣

SyzpF q
(

“

ż 8

´8

SxzpF qej2πFτdF
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Cyzp0q “ Ryzp0q “

8
ż

´8

SxpF qH˚
1 pF qH2pF q

looooooooooomooooooooooon

SyzpF q

dF

“ 10

ż 3

´3

exp

˜

´
F 2

4

¸

dF

10.4 השאלה פתרון

כל של מוצא לכן לבן). רעש של (תכונה E
“

xrns
‰

“ 0 תוחלת בעלת היא כניסה �
.E
“

y1rns
‰

“ E
“

y2rns
‰

“ E
“

y3rns
‰

“ 0 היא LTI המערכות

משותפת. גאוסית התפלגות יש ביחד ולכולם גאוסית, היא מהמערכות אחת כל של מוצא �

.cov מטריצת של חישוב הוא הפתרון �

Sxpfq “ 4

Var
“

y1rns
‰

“ Py1

“

ż

Sxpfq
ˇ

ˇH1pfq
ˇ

ˇ

2
df

“ 4

ż

ˇ

ˇH1pfq
ˇ

ˇ

2
df

“ 4

ż 0.15

´0.15

df “ 4 ˚ 2 ˚ 0.15 “ 1.2

Var
“

y2rns
‰

“ Py2 “ 4 ˚ 2 ˚ p0.2 ´ 0.1q “ 0.8

Var
“

y3rns
‰

“ Py3 “ 4 ˚ 2 ˚ p0.3 ´ 0.2q “ 0.8

Cy12r0s “ Ry12r0s “

ż

Sy12pfqdf

“

ż

SxpfqH˚
1 pF qH2pfqdf

“ 4

ż

H˚
1 pF qH2pfqdf

“ 4 ˚ 2

ż 0.15

0.1

df “ 4 ˚ 2 ˚ p0.15 ´ 0.1q “ 0.4

Ry13r0s “ 4

ż

H˚
1 pF qH3pfqdf “ 0

Ry23r0s “ 4

ż

H˚
2 pF qH3pfqdf “ 0

»

—

–

y1rns

y2rns

y3rns

fi

ffi

fl

„ N

¨

˚

˚

˝

»

—

–

0

0

0

fi

ffi

fl

,

»

—

–

1.2 0.4 0

0.4 0.8 0

0 0 0.8

fi

ffi

fl

˛

‹

‹

‚
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Rxrks “ 4 exp
`

´ |k|
˘

עבור

Sxpfq “

8
ÿ

k“´8

Rxrkse´j2πfk

“ Rxr0s ` Rxr1se´j2πf ` Rxr1sej2πf

` Rxr2se´j2πf ¨2 ` Rxr2sej2πf ¨2 ` ¨ ¨ ¨

“ Rxr0s ` 2
8
ÿ

k“1

Rxrks cosp2πfkq

“ 4 ` 8
8
ÿ

k“1

e´k cosp2πfkq

“ 4 ` 8e´1 cosp2πfq ` 8e´2 cosp4πfq ` ¨ ¨ ¨

ומחזורית. חיובית ממשית, היא היא המתקבלת הספק צפיפות כמובן,

Var
“

y1rns
‰

“ Py1

“

ż

Sxpfq
ˇ

ˇH1pfq
ˇ

ˇ

2
df

“

ż 0.15

´0.15

Sxpfqdf

“ 2

ż 0.15

0

Sxpfqdf

Var
“

y2rns
‰

“ 2

ż 0.2

0.1

Sxpfqdf

Var
“

y3rns
‰

“ 2

ż 0.3

0.2

Sxpfqdf

Cy12r0s “ 4 ˚ 2

ż 0.15

0.1

Sxpfqdf

במיוחד, למתקדמים הקודם. לסעיף זההים Ry13r0s, Ry23r0s

ż 0.15

´0.15

Sxpfqdf “ 2

ż 0.15

0

Sxpfqdf

“ 2

ż 0.15

0

4df ` 2

ż 0.15

0

8
8
ÿ

k“1

e´k cosp2πfkqdf

“ 2 ¨ 4 ¨ 0.15 ` 16
8
ÿ

k“1

e´k

ż 0.15

0

cosp2πfkqdf

“ 1.2 ` 16
8
ÿ

k“1

e´k 1

2πk
sinp2πfkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f“0.15

f“0
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“ 1.2 `
8

π

8
ÿ

k“1

e´k

k
sinp2π0.15kq

“ 1.2 `
2
´?

5 ` 1
¯

eπ
`

4
b?

5
8

` 5
8

e2π
`

2
´?

5 ´ 1
¯

3e3π
` ¨ ¨ ¨

“
6

5
`

4i

π

ˆ

log
´

e ´ p´1q3{10
¯

´ log
´

p´1q7{10 ` e
¯

˙

« 2.12415

ג' סעיף

«

y2rns

y3rns

ff

„ N

¨

˝

«

E
“

y2rns
‰

E
“

y3rns
‰

ff

,

«

Cy2r0s Cy23r0s

Cy23r0s Cy3r0s

ff

˛

‚

E
“

y2rns
‰

“ E
“

y3rns
‰

“ E
“

xrns
‰

“ 0

Cy2r0s “ Ry2r0s

“

ż 1

0

Sxpfq
ˇ

ˇH1pfqH2pfq
ˇ

ˇ df

“ 2

ż 0.15

0.1

4df

“ 2 ˚ 4 ˚ 0.05 “ 0.4

Cy3r0s “ Ry3r0s

“

ż 1

0

Sxpfq
ˇ

ˇH1pfqH3pfq
ˇ

ˇ df

“ 0

Cy23r0s “

ż 1

0

Sy1pfqH˚
2 pfqH3pfqdf

“

ż 1

0

`

SxpfqH1pfq
˘

H˚
2 pfqH3pfqdf

“ 0

לסיכום,

«

y2rns

y3rns

ff

„ N

¨

˝

«

0

0

ff

,

«

0.2 0

0 0

ff

˛

‚
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לתאוריה בהתאם 11.1 השאלה פתרון

Rxrks “ σ2hrns ˚ hr´ns “ hrns ˚ hr´ns “
ÿ

m

hrmshrm ` ks

Rxr3s “
ÿ

m

hrmshrm ` 3s “ hr0shr3s ` hr1shr4s ` hr2shr5s “
21

128

:Matlab ע"י nהחישוב = 5;
h = 1./2.^[0:n]; % define h[n] values
hh= conv(h,fliplr(h)); % evaluate h[n]*h[-n]
hh(n+1+3) % final answer

.(11.27) למשוואה בהתאם Rxrks חישוב 11.2 השאלה פתרון

E
“

xrns
‰

“ 0

Rxrks “

"

1

2
Ò

,
1

2
,
1

2

*

˚

"

1

2
,
1

2
,
1

2
Ò

*

“

"

1

4
,
1

2
,
3

4
Ò

,
1

2
,
1

4

*

Px “ Rxr0s “
3

4

«

Rxr0s Rxr1s

Rxr1s Rxr0s

ff«

a

b

ff

“

«

Rxr1s

Rxr2s

ff

«

3
4

1
2

1
2

3
4

ff«

a

b

ff

“

«

1
2
1
4

ff

«

a

b

ff

“

«

4
5

´1
5

ff

msemin “ Rxr0s ´ aRxr1s ´ bRxr2s

“
3

4
´

4

5
¨
1

2
´

ˆ

´
1

5

˙

¨
1

4
“

2

5

Ryrks “ Rxrns ˚ hrns ˚ hr´ns
"

1

4
,
1

2
,
3

4
Ò

,
1

2
,
1

4

*

˚

!

1
Ò
,
1

2

)

˚

!1

2
, 1

Ò

)

“

"

1

8
,
9

16
,
9

8
,
23

16
Ò

,
9

8
,
9

16
,
1

8

*

convpr1{4, 1{2, 3{4, 1{2, 1{4s, convpr1, 1{2s, r1{2, 1sqq
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Py “ Ryr0s “
23

16
“ 1.4375

Ryzrks “ Rxrks ˚ h1r´ns ˚ h2rns
?
“ 0 @k

h1r´ns ˚ h2rns “

"

1

2
, 1

Ò

*

˚

"

h0, h1

*

“

"

h0

2
, h0 `

h1

2
looomooon

Ò

, h1

*

‰ 0 for k ‰ 0

מתקיים. לא התנאי ,hrns ˚ hr´ns “ 0 ונדרש מאחר
@h0, h1 ‰ 0 עבור בתדר חופפות h1rns, h2rns שמערכות להראות היא נוספת אפשרות

,(9.3 (איור

H˚
1 pfq “

1

2
` ej2πf

H2pfq “ h0 ` h1e
´j2πf

11.3 השאלה Nפתרון = 1e6; % length of white Gaussian noise signal
x = randn(1,N); % white Gaussian noise signal
y = filter(1,[1 -0.1],x); % output signal
C = xcorr(y,1,'biased'); % auto-correlation
C(1) % answer

12.1 השאלה פתרון

(א)
hptq “ xpt0 ´ tq “ upt0 ´ tq

”

exp
`

´α pt0 ´ tq
˘

´ exp
`

´αβ pt0 ´ tq
˘

ı

ypt0q(ב) “ px ˚ hqpt0q

“

ż 8

´8

hptqxpt0 ´ tqdt

“

ż 8

´8

x2ptqdt

“

ż 8

0

“

exp p´αtq ´ exp p´αβtq
‰2
dt

“

ż 8

0

exp p´2αtq ` exp p´2αβtq ´ 2 exp
`

´pα ` 1qβt
˘

dt

“
1

2α
`

1

2αβ
´

2

pα ` 1qβ

Pypt0q “ y2pt0q “

«

1

2α
`

1

2αβ
´

2

pα ` 1qβ

ff2
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P(ג) “

ż 8

´8

SnpF q
ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF

“
N0

2

ż 8

´8

ˇ

ˇHpF q
ˇ

ˇ

2
dF

“
N0

2

ż 8

´8

ˇ

ˇxptq
ˇ

ˇ

2
dt

“
N0

2
ypt0q

SNR “
y2pt0q

P
“

2

N0

ypt0q

13.1 השאלה Nפתרון = 1e4;
x = randn(1,N);
f = designfilt('lowpassiir', 'PassbandFrequency', .32, ...

'StopbandFrequency', .34, 'PassbandRipple', 1, ...
'StopbandAttenuation', 70, 'DesignMethod', 'ellip');

y = filter(f,x);
pwelch(y); % pwelch(y,hann(N/10))



ב׳ נספח

מתמטי נספח

התפלגויות

רציפות התפלגויות ב׳.1: טבלה

Notation PDF CDF ErXs V arrXs

Uniform U ra, bs

$

’

&

’

%

1

b ´ a
a ď x ď b

0 otherwise

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0 x ă a
x ´ a

b ´ a
a ď x ď b

1 b ă x

a ` b

2

pb ´ aq2

12

Normal Npµ, σ2q
1

σ
?
2π

exp

«

´
px ´ µq

2

2σ2

ff

Φpxq µ σ2

Exponential Exppλq λ exp p´λxq , x ě 0 1 ´ exp p´λxq 1{λ 1{λ2

בדידות התפלגויות ב׳.2: טבלה

Notation PMF CDF ErXs V arrXs

Bernoulli Ber(p)

#

1 ´ p k “ 0

p k “ 1

$

’

’

&

’

’

%

0 x ă 0

1 ´ p 0 ď x ă 1

1 1 ď x

p pp1 ´ pq

Binomial Bin(n,p)

ˆ

n

k

˙

pkp1 ´ pqn´k np npp1 ´ pq

Geometric Geo(p) pp1 ´ pqk´1 1

p

1 ´ p

p2

Poisson Ppλq ppX “ kq “ exp p´λq
λk

k!
exp p´λq

k
ř

i“0

λi

i!
λ λ
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מרוכבים מספרים

ejα “ cospαq ` j sinpαq(1.ב׳)

cospαq “
ejα ` e´jα

2
(ב׳.2)

sinpαq “
ejα ´ e´jα

2j
(ב׳.3)

חדו"א

נגזרת

d

dx
xn “ nxn´1(4.ב׳)

d

dx
exp

“

fpxq
‰

“ exp
“

fpxq
‰ d

dx
fpxq(5.ב׳)

מסויים לא אינטרגל

ż

xndx “
1

n ` 1
xn`1, n ‰ (ב׳.6)1´

ż

exppaxqdx “
1

a
exppaxq(7.ב׳)

ż

x exppaxqdx “ exppaxq

„

x

a
´

1

a2

ȷ

(ב׳.8)

ż

x2 exppaxqdx “ exppaxq

«

x2

a
´

2x

a2
`

2

a3

ff

(ב׳.9)

ż

1

a2 ` x2
dx “

1

a
tan´1 x

a
(ב׳.10)

מסויים אינטרגל

ż 8

0

exp
´

´a2x2
¯

dx “

?
π

2a
(ב׳.11)

ż 8

0

x2 exp
´

´a2x2
¯

dx “

?
π

4a3
(ב׳.12)
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ż 8

´8

δpxqdx “ (ב׳.13)1

ż 8

´8

fpxqδpx ´ aqdx “ fpaq(14.ב׳)

פוריה התמרת

תכונות

dn

dtn
gptq

F
ðñ pj2πF qnGpF q(15.ב׳)

gp´tq
F

ðñ G˚pF q(16.ב׳)

gpt ´ t0q
F

ðñ GpF qe´j2πFt0(17.ב׳)

gptqej2πf0t
F

ðñ GpF ´ F0q(18.ב׳)

התמרות

uptq
F

ðñ
1

2

ˆ

1

jπF
` δpF q

˙

(ב׳.19)

expp´atquptq
F

ðñ
1

a ` j2πF
(ב׳.20)

t expp´atquptq
F

ðñ
1

pa ` j2πF q2
(ב׳.21)

exp
`

´a|t|
˘ F

ðñ
2a

a2 ` 4π2F 2
(ב׳.22)

exp
´

´at2
¯

F
ðñ

c

π

a
exp

˜

´
pπF q2

a

¸

(ב׳.23)

cosp2πfatq
F

ðñ
1

2

”

δpF ´ Faq ` δpF ` Faq

ı

(ב׳.24)

sinp2πfatq
F

ðñ
1

2j

”

δpF ´ Faq ´ δpF ` Faq

ı

(ב׳.25)

upt ` aq ´ upt ´ aq
F

ðñ sincp2πFaq בזמן (ב׳.26)פולס

sincp2πFaq
F

ðñ upF ` aq ´ upF ´ aq(27.ב׳)
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טריגונומטריות זהיות

sin2pαq “
1

2

`

1 ´ cosp2αq
˘

(ב׳.28)

cos2pαq “
1

2

`

1 ` cosp2αq
˘

(ב׳.29)

cos2pαq ´ sin2pαq “ cosp2αq(30.ב׳)

cospαq cospβq “
1

2

“

cospα ` βq ` cospα ´ βq
‰

(ב׳.31)

sinpαq sinpβq “
1

2

“

cospα ´ βq ´ cospα ` βq
‰

(ב׳.32)

sinpαq cospβq “
1

2

”

sinpα ´ βq ` sin
`

pα ` βq
˘

ı

(ב׳.33)

Z התמרת

Xpzq “

8
ÿ

k“´8

xrksz´k

טבלה ב׳.3: שימושיות Z התמרות

Signal Z transform ROC

δrns 1 C

urns
1

1 ´ z´1
|z| ą 1

´ur´n ´ 1s
1

1 ´ z´1
|z| ă 1

δrn ´ ms z´m C ´ t0u if m ą 0,
C ´ t8u if m ă 0

anurns
1

1 ´ az´1
|z| ą a

´anur´n ´ 1s
1

1 ´ az´1
|z| ă a

nanurns
az´1

p1 ´ az´1q2
|z| ą a

´nanur´n ´ 1s
az´1

p1 ´ az´1q2
|z| ă a
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cospω0nqurns
1 ´ cospω0qz

´1

1 ´ 2 cospω0qz´1 ` z´2
|z| ą 1

sinpω0nqurns
sinpω0qz

´1

1 ´ 2 cospω0qz´1 ` z´2
|z| ą 1

rn cospω0nqurns
1 ´ r cospω0qz´1

1 ´ 2r cospω0qz´1 ` r2z´2
|z| ą r

rn sinpω0nqurns
r sinpω0qz

´1

1 ´ 2r cospω0qz´1 ` r2z´2
|z| ą r

תכונות

Property Discrete Signal Z transform ROC

Linearity a1x1rns ` a2x2rns a1X1pzq ` a2X2pzq includes R1 X R2

Time shift xrn ´ n0s z´n0Xpzq R

Frequency scaling zn0xrns X

ˆ

z

z0

˙

|z0|R

Time reversal xr´ns Xpz´1q R´1 if m ă 0

Conjugation x˚rns X˚pz˚q R

Convolution px1 ˚ x2qrns X1pzqX2pzq
R1 X R2 (or
possibly more)

Frequency derivation nxrns ´z
dX

dz
pzq R

Time differentiation xrns ´ xrn ´ 1s p1 ´ z´1qXpzq R X t|z| ą 0u

Accumulation
n
ÿ

k“´8

xrks
Xpzq

1 ´ z´1
R X t|z| ą 1u

DTFT התמרת

Xpfq “ Xpzq

∣∣∣∣
z“ejω

“

8
ÿ

n“´8

xrnse´jnω

xrns “
1

2π

ż π

´π

Xpejωqejnωdω.
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Properties Signal DTFT

Linearity ax1rns ` bx2rns aX1pe
jωq ` bX1pe

jωq

Time shift xrn ´ n0s e´jωn0Xpejωq

Frequency scaling ejω0nxrns X
´

ejpω´ω0q

¯



ג׳ נספח

מילון

עבור המסכמת הטבלה להלן העברית. לשפה היסוד מושגי של בתרגום מסויים בלבול קיים
נפוצים. מושגים מספר

English Term Abbreviation בעברית שם

Random variable RV
אקראי משתנה
מקרי משתנה

Expectation תוחלת

Average ממוצע

Variance שונות

Covariance משותפת שונות

Cumulative distribution function CDF
הצטברות פונקציית

מצטברת הסתברות פונקציית
מצטברת התפלגות פונקציית

Probability density function PDF
צפיפות פונקציית

הסתברות צפיפות פונקציית

Probability mass function PMF (PDF) הסתברות פונקציית

Joint probability density function Joint PDF משותפת צפיפות פונקציית

Marginal probability density function Marginal PDF שולית צפיפות פונקציית

Marginal probability mass function Marginal PMF שולית הסתברות פונקציית

Joint probability mass function Joint PMF משותפת הסתברות פונקציית

Correlation coefficient (or Pearson
product-moment correlation
coefficient)

מתאם מקדם

Un-correlated מתואם בלתי

Random process אקראי תהליך



ד׳ נספח

המשך נושאי

חשמל. הנדסת של ליבה בתחומי הקורס חומר עבור המשך נושאי של חלקית רשימה להלן
מתקדמים. בתוארים קורסים, של סדרה או קורס, יש כזה נושא כל עבור בד"כ,

הקשורים הנושאים ויתר רעש בתוך אות המצאות זיהוי :(detection theory) הגילוי תורת �
אותות. של אפשרויות שתי בין להחלטה

מדידות מתוך פרמטרים של אופטימלי חיזוי :(estimation theory) השיערוך תורת �
רועשות.

אותות. של חיזוי ו/או סיווג :(machine learning) מכונה למידת �

אותות. של וחיזוי סיווג ניתוח, :(deep learning) עמוקה למידה �

עיבוד ולבצע דו-ממדי, כאות לתמונה להתיחס ניתן ממוחשבת: וראייה תמונה עיבוד �
לקויה תאורה לתנאיי הקשורים יישומים ישנם מזאת, יתרה וסרטים. תמונה של וניתוח

שונות. מסיבות רעש עיוותי ו/או

אות של ספקטראלית הספק צפיפות חישוב :(spectrum estimation) ספקטרום שיערוך �
ושיטות. גישות במגוון ,fft פקודה מסתם מורכב יותר קצת "איכותית" בצורה אקראי

להיתמודד שמטרתם בזמן, משתנים מסננים תכנון :(adaptive filtering) מסתגל סינון �
המסונן. האות מאפייני של שינויים עם

שמבטיח המינימלי לקוחות שירות אנשי מספר מה :(queueing theory) התורים תורת �
הנדרשים מחשוב משאבי ו/או הפס רוחב מהו מהמקרים? y% בלפחות דקות x תוך מענה

תקשורת. ברשתות עומסים חישובי השרת? של

דחיסה. שגיאות, תיקון ו/או לגילוי קודים :(information theory) המידע תורת �

לעיל. הנושאים עם בשיתוף בד"כ נושאים, מגוון ועוד ברעש טיפול ספרתית: תקשורת �

של מודלים וחוזי, שמע אותות של ודחיסה ניתוח מולטימדיה: אותות של עיבוד/ניתוח �
נושאים. מגוון ועוד דיבור אותות

החלטות לקבל שנאלצות בקרה מערכות של ביצועים וניתוח תכנון מתקדמת: בקרה �
מערכת של התגובה לגבי וודעות אי ישנה לעתים בנוסף, רועשות. מדידות סמך על

בזמן). קבוע לא מסויימת שבמידה (מערכת המבוקרת
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פיזיקליות. תופעות למגוון מודלים כגון פיזיקה, �

ומלאי הספקה ניהול מערכות, אמינות ייצור, פס של אופטימיזציה כגון וניהול, תעשייה �
חילוף. חלקי של

עונה. לפי מכירות למחזור צפי חישוב כגון עסקים, מנהל �

עתידיים. חוזים של תמחור כגון ההון, ושוק כלכלה �
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ה׳ נספח

הספרים בין מושגים הבדלי סיכום

לספר: ספר בין שונים דברים 2 ישנם

בדיד. אקראי משתנה של PDF עבור PMF מיוחד בשם שימוש �

הוא הזה השוני .WSS אותות עבור τ “ t2 ´ t1 או τ “ t1 ´ t2 של הגדרה בין שוני �
בקוד. מימוש לבין לימוד ספרי רוב בין הבדל בגלל יותר ניכר

השונים. הספרים בין הבדלים סיכום ה׳.1: טבלה

τ PMF/PDF מקור

t1 ´ t2 PDF [1]

t2 ´ t1 PDF [2]

t2 ´ t1 PDF [3]

t2 ´ t1 PMF [4]

- PMF [5]

t2 ´ t1 PDF [6]

t2 ´ t1 PMF [7]

t2 ´ t1 PMF [8]

t2 ´ t1 discrete PDF, PMF Wikipedia

t1 ´ t2 PDF Matlab

t1 ´ t2 PDF scipy
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